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1.1 Motivation
Die Sohle eines Fließgewa¨ssers besteht meist aus feinen koha¨sionslosen Lockersedi-
menten und ist somit nicht formstabil. Kann die Sohle den durch die Stro¨mung er-
zeugtenWandschubspannungen nicht standhalten, wird Sediment flussabwa¨rts trans-
portiert (Erosion). In stro¨mungsschwa¨cheren Gebieten, wo die Schwerkraft der Teil-
chen u¨berwiegt, lagern sich die Sedimente an der Sohloberfla¨che an (Sedimentation).
Die Erosionen und Sedimentationen fu¨hren zu Verformungen der Sohle, die sich auf
die Stro¨mung und die damit verbundene Sedimenttransportrate auswirken. Unter
bestimmten Stro¨mungsbedingungen bilden einige Materialen sogenannte Riffel aus
(Zanke 1999).
Abbildung 1.1: Darstellung einer Riffelstruktur (www.johnstedman.co.uk)
2 Einleitung
Riffel sind koha¨rente regelma¨ßige Oberfla¨chenstrukturen (vgl. Abbildung 1.1). Sie be-
sitzen einen dynamischen Gleichgewichtszustand. Das bedeutet, dass die Riffel ihre
Gestalt behalten, jedoch nicht ortsfest sind. Die Riffel bewegen sich mit einer Wan-
derungsgeschwindigkeit, die relativ gesehen klein zur Stro¨mungsgeschwindigkeit ist
(Ku¨hlborn 1993). Riffelbildung kommt ubiquita¨r als natu¨rlicher Prozess sowohl in
binnen als auch in marinen Stro¨mungen vor. Es besteht ein großes wissenschaftliches
und wirtschaftliches Interesse dieses Pha¨nomen genau modellieren zu ko¨nnen, um
die Auswirkung anthropogener Eingriffe in Gewa¨ssern vorhersagen zu ko¨nnen.
Das grundlegende Versta¨ndnis von Sedimentation und Erosion sowie das metastabile
Gleichgewicht dieser Prozesse sind nicht allein von theoretischem Interesse, sondern
vor allem fu¨r die Beschreibung von großskaliger Sedimentation von besonderer Be-
deutung. Obwohl Sedimentation auf kleinsten Skalen abla¨uft, ist sie verantwortlich
fu¨r weitra¨umige Vera¨nderungen sowohl in Binnengewa¨ssern als auch in Ku¨stenre-
gionen. Riffelbildung verursacht eine Formrauheit der Sohle und besitzt somit einen
wesentlichen Einfluss auf die Sedimenttransportrate. Die Erosion und Sedimentati-
on fester Materie fu¨hrt in vielen Bereichen zu Problemen, denen z.T. nur mit einem
enorm hohen finanziellen Aufwand zu begegnen ist. Beispiele sind die Erosion von
Ku¨stengebieten wie auch die Sedimentation von Fluss- und Kanalbetten sowie das
Verlanden von Stauanlagen.
1.2 Stand der Forschung
Das Pha¨nomen der Riffelentstehung und -wanderung wurde in zahlreichen Arbeiten
experimentell analysiert (z.B. Fu¨rbo¨ter (Fu¨rbo¨ter 1983), Ku¨hlborn (Ku¨hlborn 1993)). In
den letzten Jahren hat die numerische Simulation des Sedimenttransports, aufgrund
der Zunahme der Rechnerleistung, an Bedeutung gewonnen.
Chang und Scotti (Chang & Scotti 2003) untersuchen mit Hilfe einer Large Eddy Si-
mulation (LES) den Einfluss von koha¨renten Strukturen auf den Partikeltransport in
Suspension bei einer festen, wellenfo¨rmigen Oberfla¨che. Sie benutzen dabei einen La-
grangeschen Ansatz zur Modellierung der Partikelbewegung und berechnen die Be-
wegung jedes einzelnen Partikels unter Beru¨cksichtigung derWiderstands-, Auftriebs-
und Schwerkraft. Bei ihren Simulationen beobachten sie, dass die Bahn eines Partikels
imWesentlichen von der urspru¨nglichen Lage des Partikels abha¨ngt. Partikel, die sich
von der Luvseite lo¨sen werden in Bodenna¨he Richtung Krone befo¨rdert und bewe-
gen sich mit der Stro¨mung oberhalb der Krone in Suspension weiter. Ein großer Teil
der Partikel im Bereich der Krone wird in die Rezirkulationszone befo¨rdert und bil-
det dort zusammen mit denen im Leebereich erodierten Partikeln eine Partikelwol-
ke. Der Unterschied wird durch die verschiedenen koha¨renten Strukturen im Luv-
und Kronenbereich erkla¨rt. In einer weiteren Arbeit von Chang und Scotti (Chang &
Scotti 2004) werden die Ergebnisse einer LES mit denen einer RANS-Modellierung,
bei der sie das k -ω - Modell verwenden, verglichen. Es wird ebenfalls der Sediment-
transport u¨ber eine feste, wellenfo¨rmige Oberfla¨che modelliert. Dabei kommen sie zu
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dem Ergebnis, dass ihre RANS-Modellierung die wichtigen koha¨renten Strukturen in
unmittelbarer Sohlna¨he und den Transport in Suspension nicht korrekt wiedergeben.
Zedler und Street (Zedler & Street 2001) untersuchen ebenfalls den Einfluss von Rif-
feln auf den Sedimenttransport. Auch sie benutzen hierfu¨r eine sinusfo¨rmige Wel-
le als feste Sohle. Allerdings verwenden sie die Eulersche Betrachtungsebene und
simulieren den Partikeltransport in Suspension u¨ber die Konzentrationsverteilung
mit Hilfe der gefilterten Konvektions-Diffusions-Gleichung. Als Randbedingung fu¨r
die Konzentrationsgleichung werden die Materialflu¨sse normal zu den Begrenzungs-
fla¨chen angegeben. An der Sedimentoberfla¨che wird die Erosionsrate mit Hilfe der
”Pick-up” Funktion von van Rijn (van Rijn 1984a) berechnet, wobei zur Ermittlung
der kritischen Wandschubspannung das Shieldsdiagramm (Shields 1936) verwendet
wird. Die Ergebnisse verifizieren die Beobachtungen von Soulsby et al. (Soulsby, At-
kins & Salkfield 1994) und Bennet und Best (Bennett & Best 1995), dass koha¨rente
Strukturenmaßgeblich fu¨r den Sedimenttransport in Suspension verantwortlich sind.
Sie merken jedoch an, dass in diesem Bereich noch erheblicher Forschungsbedarf be-
steht. Sie kritisieren die Verwendung ihrer ”Pick-up” Funktion, die auf zeitlich gemit-
telten Wandschubspannungen basiert.
Bei den beiden Testfa¨llen von Zedler und Street sowie Chang und Scott ist anzumer-
ken, dass die im englischen als ”ripple” bezeichneten Oberfla¨chen große Abweichun-
gen zu der in der Natur auftretenden Riffelbildung aufweisen.
Bei der Auslegung technischer Systeme genu¨gen ha¨ufig die statistischen Mittelwerte
der turbulenten Stro¨mungsparameter, so dass sich die RANS-Modellierung anbietet.
An dieser Stelle sei beispielshaft die Arbeit von Wu et al. (Wu, Rodi & Wenka 2000)
zu nennen. Sie berechnen die Stro¨mung eines um 180 gekru¨mmten Kanals mit ei-
ner beweglichen Sohle. Hierzu benutzen sie die RANS Methode und modellieren die
turbulenten Spannungen mit dem k-ǫ-Modell. Um den Sedimenttransport zu berech-
nen unterteilen sie das Gebiet in einen Bodenfrachtbereich und in einen Suspensi-
onsbereich. Zwischen den zwei Schichten besteht ein Austausch durch eine Depo-
sitionsrate Db (U¨bergang von Sedimentfrachten aus dem Suspensionsbereich in den
Bodenfrachtbereich) und einer Eintragsrate Eb (U¨bergang von Sedimentfrachten aus
dem Bodenfrachtbereich in den Suspensionsbereich). Im Suspensionsbereich lo¨sen
sie ebenfalls die Konvektion-Diffusions-Gleichung und im Bodenfrachtbereich benut-
zen sie eine Massenbilanzgleichung fu¨r den Sedimenttransport von Bodenfrachten
nach van Rijn (van Rijn 1987). Um die Bodendeformation zu berechnen wird die u¨ber
die Wassertiefe h gemittelte Bodenevolutionsgleichung verwendet. Im Allgemeinen
werden die wesentlichen Merkmale im Kru¨mmungsbereich, wie die Kolkentwick-
lung auf der Außenseite und die Sedimentation auf der Innenseite, sowie die Se-
kunda¨rstro¨mung, gut wiedergegeben. Jedoch wird angemerkt, dass in diesem Test-
fall der Transport in Suspension eine untergeordnete Rolle spielt und das Verfahren
noch fu¨r Stro¨mungsfa¨lle getestet werden muss, an denen der Transport in Suspension
maßgeblich beteiligt ist.
Die zwei-dimensionale tiefengemittelte Flachwassergleichung stellt eine weitere Mo-
dellierungsmethode dar. Bei den meisten wasserbaulichen relevanten Berechnungen
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betra¨gt die laterale Ausdehnung ein Vielfaches der Wassertiefe. Die vertikale Ge-
schwindigkeit ist somit wesentlich kleiner als die horizontale Geschwindigkeit und
die Druckverteilung ist nahezu hydrostatisch. Somit kann ein drei-dimensionales Pro-
blem durch eine zwei-dimensionale tiefengemittelte Flachwassergleichung model-
liert werden und der numerische Aufwand reduziert sich erheblich. Basierend auf
dieser Methode bescha¨ftigt sich die Arbeit von Duc et al. (Duc, Wenka & Rodi 2004)
mit der Bodendeformation eines Kanals mit alluvialer Sohle. Fu¨r ihre Berechnungen
verwenden sie einen Finite Volumen Code, der u¨ber ein hydrodynamisches Modul
verfu¨gt, welches auf der zwei-dimensionalen tiefengemittelten Flachwassergleichung
basiert. Das Sedimenttransportmodul beru¨cksichtigt den sohlennahen Transport so-
wie den Transport in Suspension. Um die Evolution der Bodenoberfla¨che zu berech-
nen benutzen sie ebenfalls die tiefengemittelte Bodendeformationsgleichung. Es sei
angemerkt, dass bei dieser Methode alle Informationen in vertikaler Richtung verlo-
ren gehen und somit Sekunda¨rstro¨mungen und Ablo¨sungen nicht berechnet werden
ko¨nnen. Ein detailliertes Versta¨ndnis und eine genaue Beschreibung der Riffelbildung
ist somit auf der Basis der Flachwassergleichungen nicht zu erzielen.
1.3 Ziele und Aufbau der Arbeit
Als Neuerungen bei der Modellierung sollen in dieser Arbeit zwei spezielle Metho-
den eingesetzt werden. Zum einen ist fu¨r die o.g. dynamische Grenzfla¨che zwischen
Fluid und Sediment die Level Set Methode anzuwenden, die sich als besonders ge-
naue und flexible Methode bei der Abbildung von Grenzfla¨chen zwischen Medien
etabliert hat. Daru¨ber hinaus soll fu¨r bewegte Riffeloberfla¨chen die Large-Eddy Si-
mulation zur Beschreibung der Turbulenz verwendet werden.
Da es sich wie bei dem Pha¨nomen der Riffelbildung, um einen dynamischen drei-
dimensionalen stro¨mungsmechanischen Prozess handelt, der nicht durch ”statische”
Modelle beschrieben werden kann, ist ein tieferes Versta¨ndnis nur durch eine detail-
lierte Modellierung zu erwarten. Bis heute ist es nicht mo¨glich, das Pha¨nomen der
Riffelbildung physikalisch hinreichend exakt zu beschreiben und analytisch genau
zu berechnen. Somit ist es weder mo¨glich die Form und La¨nge eines Riffels eindeu-
tig aus den Stro¨mungsbedingungen herzuleiten, noch die Eigengeschwindigkeit der
Riffelpropagation. Neben den experimentellen Untersuchungen stellt die numerische
Simulation turbulenter Stro¨mungen und die damit verbundene Einwirkung auf die
Sohloberfla¨che ein sehr wichtiges Instrument dar, um in Zukunft die Auswirkungen
von Regulierungsmaßnahmen in Flu¨ssen auf Stro¨mung und Sedimenttransport vor-
hersagen zu ko¨nnen.
Die Gliederung der Arbeit wird im Folgenden aufgezeigt.
Zuna¨chst werden in Kapitel 2 die grundlegenden Annahmen und Berechnungsan-
sa¨tze zum Sedimenttransport erla¨utert. Verschiedene Ansa¨tze zum Abtrag von Sedi-
ment und die Physik der Sedimentbewegung in Suspension sowie die Beschreibung
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der Ablagerung von Partikeln, der Sedimentation, die im Rahmen dieser Arbeit in
den Code FASTEST-3D implementiert werden, werden vorgestellt.
In Kapitel 3 erfolgt die pha¨nomenologische Beschreibung der Riffelbildung und der
Riffelwanderung. Der Stand der Forschung wird aufgezeigt und die relevanten Er-
kenntnisse u¨ber die Riffelgeometrie, die Stro¨mungen u¨ber Riffelstrukturen sowie der
Riffelbewegung beschrieben.
Kapitel 4 erla¨utert die fluidmechanischen Grundlagen turbulenter Stro¨mungen.
Das anschließende Kapitel 5 gibt einen U¨berblick der gebra¨uchlichsten Modelle zur
Beschreibung turbulenter Stro¨mungen. Im Besonderen wird die Methodik der Grob-
struktursimulation (engl.: Large Eddy Simulation [LES]) ausfu¨hrlich erla¨utert.
Das bei dieser Arbeit verwendete Programm FASTEST-3Dwird im Kapitel 6 beschrie-
ben. Die in FASTEST-3D verwendeten Diskretisierungen der mathematischen Glei-
chungen bei der Finite VolumenMethode sowie die Lo¨sungsalgorithmenwerden vor-
gestellt.
Kapitel 7 befasst sich mit der im Rahmen der Arbeit verwendeten Level Set Methode.
Dabei wird die Theorie der Methode und die numerische Umsetzung erkla¨rt.
In Kapitel 8 werden verschiedene LES Rechnungen durchgefu¨hrt. Fu¨r die Testfa¨lle
wird eine Kanalstro¨mung verwendet, die in diesem Kapitel vorgestellt wird. Zuerst
wird eine randangepasste LES mit verschiedenen Gittern durchgefu¨hrt, um den Ein-
fluss der Gitterauflo¨sung zu untersuchen. Die im Rahmen dieser Arbeit implemen-
tierte Randbedingung mit Hilfe der Level Set Methode in einem orthogonalen Git-
ter wird anschließend mit einer randangepassten LES Rechnung verglichen und be-
wertet. Danach wird die Stro¨mung u¨ber Riffel untersucht. Dabei werden verschie-
dene Riffelgeometrien mit unterschiedlichen Reynoldszahlen verwendet. Anschlie-
ßend werden die Konzentrationsfelder der verschiedenen Abtragsgleichungen fu¨r
die Erosion verifiziert. Im Folgenden wird das Verhalten der Riffelwanderung bei
verschiedenen Abtragsgleichungen erforscht. Im Zuge der Ermittlung der kritischen
Wandschubspannung wird ein von Zanke (Zanke 2001) vorgeschlagenes Verfahren
in das Programm FASTEST-3D implementiert und getestet. Dabei wird eine modi-
fizierte Abtragsgleichung erstellt und damit die Riffelwanderung bei verschiedenen
Reynoldszahlen untersucht. Als letzten Unterpunkt dieses Kapitel wird die Entste-
hung einer Riffelstruktur analysiert.
Abgeschlossen wird die Arbeit mit einer Zusammenfassung der gewonnen Erkennt-
nisse und einem Ausblick auf Verbesserungsmo¨glichkeiten und weiteren sinnvollen
Forschungsbedarf im Hinblick auf die Beschreibung von morphologischen Vera¨nde-
rung von Sedimentoberfla¨chen aufgrund Erosion und Sedimentation.
72 Theorie und Modellierungsansa¨tze
zum Sedimenttransport
Grundsa¨tzlich unterscheidet man zwei verschiedene Arten des Sedimenttransports.
Einerseits wird das koha¨sionslose1 Sediment sohlnah befo¨rdert (bed load), zusa¨tzlich
wird Material von der Sohle aufgewirbelt und in Suspension transportiert (suspen-
ded load). Dazwischen existiert ein kleiner Bereich, in dem die Ko¨rner sprungwei-
se transportiert werden (saltation). Die Klassifizierung der Fortbewegungsart eines
Partikels ist u¨ber das Verha¨ltnis der Sinkgeschwindigkeit ws zur kritischen Wand-
schubspannungsgeschwindigkeit u∗,cr definiert. Breusers und Raudkivi (Breusers &
Raudkivi 1991) haben folgende U¨bergangswerte definiert:
• bed load 6, 0 > ws/u∗,cr > 2
• saltation 2, 0 > ws/u∗,cr > 0, 7
• suspended load 0, 7 > ws/u∗,cr > 0
Es gibt jedoch keine eindeutige Trennung zwischen den verschiedenen Transport-
formen. Der U¨bergang ist fließend und nicht einheitlich definiert. Einstein (Einstein
1950) beispielsweise unterscheidet nur den sohlnahen Transport und den Transport in
Suspension. Es existiert eine Vielzahl an Sedimenttransportformeln mit weitgehend
empirischer oder semi-empirischer Natur. Da die Gleichungen nicht aus first princip-
les ermittelt wurden, sind sie immer nur unter bestimmten Bedingungen anwendbar
und es ist keine Universalita¨t gegeben.
Aufgrund des gewa¨hltenModellierungsansatzes (siehe Kapitel 7) wird nur der Trans-
port in Suspension modelliert. Prozesse, wie das Rutschen von Sediment bei U¨ber-
schreitung des natu¨rlichen Bo¨schungswinkels, sowie das Rollen von Partikeln entlang
der Sohle werden physikalisch nicht beschrieben. Folglich wird in diesem Kapitel nur
der Transport in Suspension na¨her erla¨utert.
U¨bersteigt die Wandschubspannung einen fu¨r das Sohlmaterial kritischen Wert, wird
das Material erodiert und gelangt in Suspension. In Suspension wird es solange wei-
ter transportiert, bis es zu einem Gebiet kommt, in dem die lokalen Stro¨mungsbedin-
gungen das Sediment nicht weiter transportieren und es sich wieder ablagert bzw.
sedimentiert (siehe Abbildung 2.1).
Bei der Modellierung wird u¨blicherweise die Partikelaufnahme und die Partikelab-
lagerung als ein eigenes Untersystem (engl.: subsystem) angesehen, welches u¨ber die
1nichtbindige bzw. rollige Bo¨den nach DIN 1054: z.B. Sand, Kies (d ≥ 0.06mm : ≥ 85Gew. − %).
Im Gegensatz zu koha¨sivem Material spielen die elektrostatischen Kra¨fte (van der Waalsche Kra¨fte),
welche eine Anziehungskraft der Partikel untereinander bewirken, eine untergeordnete Rolle.
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Abbildung 2.1: Schema des Transports in Suspension
Kopplung mit einer Kontinuita¨tsgleichung die Berechnung der Sedimenttransportra-
te ermo¨glicht. Um den Transport in Suspension zu beschreiben, muss folglich die
Erosions- und Sedimentationsrate berechnet werden. Dies wird in den na¨chsten Un-
terkapiteln na¨her erla¨utert.
2.1 Erosionsrate
Ein wesentlicher Bestandteil zur Beschreibung des Sedimenttransports ist die Kennt-
nis u¨ber den Bewegungsbeginn von Partikeln. Eine Erste Abhandlung zur Erosions-
problematik wurde 1936 von Shields (Shields 1936) vero¨ffentlicht. Sie basiert auf der
Betrachtung der Grenzschichtstro¨mung von Prandtl und von Karman. Er beschreibt
das Problem in Abha¨ngigkeit folgender Parameter:
• Dichte des Sediments
• Dichte des Fluids
• kinematische Vikosita¨t des Fluids
• Kornverteilung des Sediments
• Sohlschubspannung
Wird die Stro¨mungsgeschwindigkeit bei einer koha¨sionslosen ruhenden Sohle suk-
zessive erho¨ht, kannman beobachten, dass bei einer bestimmten Stro¨mungsgeschwin-
digkeit einzelne Ko¨rner anfangen, sich intermittierend und auf zufa¨llige Art undWei-
se von der Sohle zu lo¨sen. Zwei stochastische Gro¨ßen und deren Zusammenhang
sind dafu¨r ausschlaggebend. Zum einen die momentan angreifendeWandschubspan-
nung, die von der turbulenten Stro¨mung und dessen koha¨renten Strukturen induziert
wird, sowie die kritische Wandschubspannung, bei der das Sedimentgefu¨ge in seiner
Lage instabil wird. Diese ist von der Form, dem Gewicht und der Anordnung der
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Partikel abha¨ngig. Voraussetzung fu¨r die Erosion von Partikeln ist, dass die unmit-
telbare Wandschubspannung die kritische Wandschubspannung des Sohlmaterials
u¨berschreitet.
In der Literatur existiert eine Vielzahl unterschiedlicher Ansa¨tze. Ein weit verbrei-
tetes Verfahren zur Bestimmung des Bewegungsbeginns von koha¨sionslosen Parti-
keln repra¨sentiert die Shieldskurve (siehe Abbildung 2.2). Diese Kurve basiert auf
den Ergebnissen zahlreicher experimenteller Laboruntersuchungen mit verschiede-
nen Korndichten und Wandschubspannungen. Shields benutzt zur Darstellung sei-
ner Ergebnisse den dimensionslosen Korndurchmesser2 D∗ und die dimensionslose
kritische Wandschubspannung3 θcr. Das Diagramm besteht aus einem breiten Kur-
vengu¨rtel, da der Bewegungsbeginn fu¨r die verschiedenen Sedimente in unterschied-
liche Erosionsstadien aufgefa¨chert wird.
θcr
D∗
Abbildung 2.2: Shieldskurve (aus (van Rijn 1984c))
2dieser Parameter wird auch als sedimentologische Korngro¨ße bezeichnet
3dieser Parameter wird auch als Shields-Parameter oder Mobilita¨tsparameter bezeichnet
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Der dimensionslose Korndurchmesser D∗ ist wie folgt definiert:
D∗ = d50
[sg
ν2
]1/3
, (2.1)
mit s = (ρs − ρ)/ρ, wobei ρs die Sedimentdichte und ρ die Wasserdichte darstellen. ν
beschreibt die kinematische Viskosita¨t und d50
4 entspricht dem mittleren Korndurch-
messer.
Der kritische Shields-Parameter wird folgendermaßen berechnet:
θcr =
u2∗,cr
sgd50
=
τc
ρsgd50
. (2.2)
Die Shieldskurve kann nach van Rijn (van Rijn 1984a) auch mit Hilfe der unten auf-
gefu¨hrten Auflistung als Funktion des sedimentologischem Korndurchmessers expli-
zit berechnet werden (van Rijn 1984a):
θcr = 0.24(D∗)
−1 fu¨r D∗ ≤ 4
θcr = 0.14(D∗)
−0.64 fu¨r 4 < D∗ ≤ 10
θcr = 0.04(D∗)
−0.1 fu¨r 10 < D∗ ≤ 20
θcr = 0.013(D∗)
0.29 fu¨r 20 < D∗ ≤ 150
θcr = 0.055 fu¨r D∗ > 150
Liegt die momentane dimensionslose Wandschubspannung
θ =
τw
(ρs − ρ)gd50
(2.3)
u¨ber θcr, werden Partikel bewegt. Die Shieldskurve ist somit eine ”Schwellenwert-
funktion”, die in der Natur in dieser Klarheit nicht vorhanden ist. In der Natur exis-
tiert, bedingt durch die verschiedenen Sedimentzusammensetzungen sowie die Tur-
bulenzbewegungen, keine scharfe Trennung in dieser Form. Einige Autoren haben
versucht diesem natu¨rlichen Prozess Rechnung zu tragen. Einstein (Einstein 1950) hat
dieses Pha¨nomen mittels eines stochastischen Ansatzes abgebilden. Er leitet Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen fu¨r die angreifende Wandschubspannung und fu¨r den
Erosionswiderstand am einzelnen Partikel her, umden Bewegungsbeginn zu beschrei-
ben. Zanke (Zanke 2001) hingegen hat einen analytischen Ansatz entwickelt, der es
ermo¨glicht, den Bewegungsbeginn allein durch denWinkel der inneren Reibung und
die Turbulenz zu beschreiben. Bei einer turbulenzfreien Stro¨mung wird die bewe-
gungsauslo¨sende Wandschubspannung eines Partikels allein durch den Reibungs-
winkel des Sediments bestimmt. Die dimensionslose kritische Wandschubspannung
4d50 ≡ 50% Siebdurchgang in der Summenkurve der Sedimentkorngro¨ßen.
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τ ∗c ist definiert durch das Verha¨ltnis der Schubkraft FT parallel zur Sohle und der Ge-
wichtkraft FW der oberen Sedimentschicht, auf die die Wandschubspannung wirkt.
τ ∗c =
τc
(ρs − ρ)gd
= const. ·
FT
FW
= const. · tanϕ (2.4)
Fu¨r natu¨rliche Sedimentemit einem Feststoffanteil von 70% kann τ ∗c,eff somit wie folgt
beschrieben werden.
τ ∗c,eff = 0.7 · tanϕ, (2.5)
wobei der Index eff besagt, dass die tatsa¨chlich lokal und momentan angreifenden
Wandschubspannungen gemeint sind und ϕ den natu¨rlichen Bo¨schungswinkel defi-
niert. Fu¨r laminare Stro¨mungen ist der Bewegungsbeginn allein durch Gleichung 2.5
bestimmt, wobei bei Sanden ϕ im Bereich von 30◦ liegt. Bei turbulenten Stro¨mungen
wird die mittlere kritische Wandschubspannung τ ∗c vermindert, da turbulente Fluk-
tuationen der kritischen Wandschubspannung τ ∗c
′ und die daraus resultierenden Lift-
kra¨fte das Sediment effektiv leichter machen und somit die aktuelle kritische Wand-
schubspannung τ ∗c,eff gro¨ßer als die mittlere kritische Wandschubspannung ist (siehe
Abbildung 2.3).
Abbildung 2.3: mittlere und wirksame kritische Wandschubspannung
Nach Zanke wird die kritische Wandschubspannung wie folgt bestimmt:
τ ∗c = 0.7 ∗ tanϕ− τ
∗
c
′. (2.6)
Die im vorigen Abschnitt aufgezeigten Ansa¨tze von Shields und Zanke beschreiben
die Herleitung eines Schwellenwertes zur Bestimmung des Bewegungsbeginn von
Sedimenten auf einer Gewa¨ssersohle. Aussagen u¨ber die Menge des bewegten Mate-
rials wurden noch nicht getroffen. Zur Ermittlung einer Sohlbewegung ist die Kennt-
nis der Erosionsrate und Sedimentationsrate unerla¨sslich. Wie bereits erwa¨hnt, exis-
tieren bisher keine exakten, allgemeingu¨ltigen Formel zur Ermittlung dieser Gro¨ßen.
12 Theorie und Modellierungsansa¨tze zum Sedimenttransport
Die Auswahl einer ada¨quaten Formel fu¨r eine bestimmte Problemstellung erfordert
die genaue U¨berpru¨fung der Randbedingungen (Korngro¨ße, Sohlneigungen, usw.),
unter denen sie entwickelt wurde und die Kontrolle, ob diese Randbedingungen auf
den vorliegenden Anwendungsfall u¨bertragbar und gu¨ltig sind. Die Ergebnisse ver-
schiedener Berechnungsansa¨tze ko¨nnen bei einem identischen Anwendungsfall um
mehrere Gro¨ßenordnungen voneinander abweichen.
Um die fu¨r die Berechnung des Transports in Suspension beno¨tigte Erosionsrate zu
bestimmen, existieren diverse mathematische Modelle (van Rijn 1984a). Ein Teil die-
ser Modelle beschreibt die Aufnahme der Partikel von der Sohle, die sogenannten
”Pick-up” Gleichungen. Im Folgendenwerden die in dieser Arbeit verwendeten ”Pick-
up” Gleichungen na¨her erla¨utert.
Da der komplexe Vorgang der Partikelaufnahme bisher nicht theoretisch beschreib-
bar ist, wurden von van Rijn (van Rijn 1984a) im Delft Hydraulic Laboratory mehrere
Experimente mit verschiedenen Korndurchmessern (130 µm ≤ d50 ≤ 1500 µm) und
Fließgeschwindigkeiten von 0, 5 - 1, 0 m/s durchgefu¨hrt, um die Partikelaufnahme-
rate (Pick-up rate) empirisch zu bestimmen. Aus den Versuchen wurde die Sediment-
aufnahmerate wie folgt bestimmt:
E =
M
A∆t
, (2.7)
wobei E die Partikelaufnahmerate in Masse pro Einheitsfla¨che und Zeit (kg/sm2),M
die Masse, A die bewegungsmo¨gliche Oberfla¨che und∆t die Messperiode darstellen.
Bei den Auswertungen der Versuche wird analog zu der Arbeit von Einstein (Einstein
1950) die dimensionslose Partikelaufnahmerate verwendet, die wie folgt definiert ist:
φp =
E
ρs(sgd50)0.5
(2.8)
Nach Auswertung der Versuchsergebnisse erha¨lt man fu¨r die Partikelaufnahmerate
die folgende Funktion (engl.: pick-up function) (siehe Abbildung 2.4):
φp = 0.0003D
0.3
∗ T
1,5 (2.9)
wobei T den Transportzustandsparameter (engl.: transport-stage parameter) darstellt.
Dabei gilt:
T =
u2∗ − u
2
∗,cr
u2∗,cr
, (2.10)
wobei u∗,cr die kritische Wandschubspannungsgeschwindigkeit nach Shields (siehe
Gleichung 2.2) beschreibt.
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φp
D0.3∗ T
1.5
Abbildung 2.4: empirische Pick-up Gleichung nach van Rijn [nach (van Rijn 1984a)]
Es existieren weitere Pick-up Gleichungen, z.B. von Einstein (Einstein 1950) und Yalin
(Yalin 1985). Der Ansatz von Einstein ist stochastischer Natur. Seine Modellvorstel-
lung unterscheidet sich wesentlich vom Ansatz von van Rijn. Er geht davon aus, dass
nicht die mittlere Wandschubspannung die Partikel in Bewegung setzt, sondern tur-
bulente Fluktuationen. Entsprechend ist die mittlere Wandschubspannung nicht Be-
standteil seiner Gleichung. Einstein stellt sich den Sedimenttransport als Zusammen-
setzung von Einzelspru¨ngen der Partikel vor. Wird durch eine kurzfristige turbulente
Fluktuation die Gewichtskraft eines Partikels (FG) aufgrund der dadurch entstehen-
den Liftkraft FL u¨berwunden (FL > FG), setzt sich dieser Partikel in Bewegung und
u¨bt einen Sprung aus. Den Zeitanteil, fu¨r den diese Bedingung erfu¨llt ist, definiert
Einstein als Erosionswahrscheinlichkeit. Die Erosionsrate wird wie folgt bestimmt:
E = αρs(sgd50)
0.5P, (2.11)
wobei α eine Universalkonstante darstellt, die mit Hilfe experimenteller Daten be-
stimmtwird. P beschreibt dieWahrscheinlichkeit, dass ein Partikel in einem bestimm-
ten Zeitintervall erodiert wird.
Yalin hingegen leitet seinen Ansatz zur Bestimmung der Erosionsrate aus mittle-
ren Stro¨mungsgro¨ßen her. Er benutzt die kritische Wandschubspannung von Shields.
Wird diese u¨berschritten, werden Partikel erodiert und fu¨hren einen Sprung aus. Die
Anzahl der erodierten Partikel steigt mit der Wandschubspannungsgeschwindigkeit.
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Auch seine Konstante α wird mit Hilfe von Versuchen bestimmt. Die Erosionsrate
wird nach Yalin folgendermaßen berechnet:
E = αρsu∗. (2.12)
Yalin und van Rijn nehmen bei ihren Berechnungen an, dass die Anzahl der erodier-
ten Partikel mit steigender Wandschubspannungsgeschwindigkeit zunimmt. Diese
Annahme ist jedoch stark simplifiziert. Alan und Kennedy (Yalin 1985) beweisen mit
ihren Versuchen, dass die Stro¨mung in Sohlna¨he beim Erreichen einer bestimmten
Wandschubspannungsgeschwindigkeit ”voll gesa¨ttigt” ist und die Erosionsrate ge-
gen einen bestimmtenWert konvergiert und nicht mehr ansteigt. Diesen Beobachtun-
gen wird nur der Ansatz von Einstein gerecht.
Abbildung 2.5 ko¨nnen die verschiedenen Abtragsraten eines Sediments mit einem
Durchmesser von 130 µm in Abha¨ngigkeit der dimensionslosen Wandschubspan-
nung θ entnommen werden.
φp
θ
Abbildung 2.5: verschiedene ”Pick-up”-Raten fu¨r ein Sediment mit einem Durch-
messer von 130 µm [aus (van Rijn 1984a)]
2.2 Transport in Suspension
Werden koha¨sionslose Partikel vom Boden erodiert und in Suspension (schwebend)
weitertransportiert, ist die Sinkgeschwindigkeit eine wesentliche Komponente in Be-
zug auf das Verhalten der Partikel bei Aufwirbelung und Transport. Die Sinkgeschwin-
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digkeit ist abha¨ngig von der Gewichtskraft eines Partikels, die den Fallvorgang vor-
antreibt und der der Fallrichtung entgegen gerichteten Stro¨mungswiderstandskraft.
Somit beeinflusst die Dichte und die Geometrie des Sedimentpartikels die Sinkge-
schwindigkeit (Zanke 2002). Fu¨r Sedimente mit einemmittleren Durchmesser d50 von
100 µm - 1000 µm kann die Sinkgeschwindigkeit ws mit Hilfe des Ansatzes von Zanke
(Zanke 1977) berechnet werden:
ws =
10ν
d50
[(
1 +
0, 01sgd350
ν2
)0,5
− 1
]
. (2.13)
Bei der raumfesten bzw. Eulerschen Betrachtungsebene wird der Partikeltransport in
Suspension u¨ber die Konzentrationsverteilung mit Hilfe der Konvektions-Diffusions-
Gleichung berechnet (Pope 2000, Zedler & Street 2001):
∂c
∂t
+
∂
∂xj
(
(uj − wsδj2) c−
ν
σ
∂c
∂xj
)
= 0, (2.14)
wobei c die lokale Sedimentkonzentration darstellt. Die Schmidtzahl σ gibt das Verha¨lt-
nis zwischen der Diffusivita¨t des Sediments und der kinematischen Viskosita¨t eines
Fluids ν an.
Am oberen Rand, d.h. an der Wand, findet kein Stoffaustausch statt und es gilt die
Randbedingung:
ν
σ
∂c
∂y
+ wsc = 0. (2.15)
Direkt an der Sedimentoberfla¨che, d.h. an der Grenzfla¨che zwischen Sediment und
Fluid, wird der Normalengradient der Konzentration ∂c/∂nmit Hilfe der Erosionsra-
te E und Sedimentationsrate S bestimmt. Es gilt:
ν
σ
∂c
∂n
+ wsc = S −
E
ρs
. (2.16)
Das suspendierte Sediment wird im Kontinuum alleine durch seine Konzentration
beschrieben. Hierbei wird der Sedimentpartikel als passiver Skalar betrachtet. Dies
bedeutet, dass eine Wechselwirkung der Partikel auf die Stro¨mung nicht modelliert
wird. Da bei Riffelstrukturen in der Regel Sedimentkonzentrationen kleiner als 0,1%
auftreten, kann diese Wechselwirkung vernachla¨ssigt werden (Villaret & Davis 1988).
2.3 Sedimentationsrate
Mit Hilfe der Eulerschen Betrachtungsebene ist es mo¨glich, die Konzentrationsvertei-
lung im Stro¨mungsgebiet zu berechnen. Somit kann auch die Konzentration in Bo-
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denna¨he und die damit verbundene Sedimentationsrate S bestimmt werden. Wird ei-
ne kritische Stro¨mungsgeschwindigkeit unterschritten, wird der Partikel nicht mehr
in Suspensionweitertransportiert und lagert sich ab (Deposition bzw. Sedimentation).
Die Sedimentationsrate S (engl.: settling term) wird folgendermaßen bestimmt:
S = wsc0 (2.17)
wobei c0 die Konzentration an der Sedimentoberfla¨che darstellt. Die Versuchsergeb-
nisse von Dreher (Dreher 2005) besta¨tigen die Annahme, dass der ”settling term” im-
mer mit betrachtet werden muss. Ob es in einem Gebiet zur Sedimentation kommt,
ha¨ngt von den lokalen Stro¨mungsbedingungen ab.
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3 Pha¨nomenologische Beschreibung
der Riffelbildung
Bei einer Flusssohle aus koha¨sionslosem Sediment bilden sich Sohlstrukturen (soge-
nannte Transportko¨rper) aus, wenn die durch die Stro¨mung erzeugten Kra¨fte den
vom Kornmaterial abha¨ngigen Erosionswiderstand u¨bersteigen. Generell sind die-
se Transportko¨rper nicht auf Wasserstro¨mungen u¨ber koha¨sionsloses Sediment be-
grenzt. 1888 hat bereits Hemholtz gezeigt, dass an der Phasengrenze zweier Fluide
verschiedener Dichten Wellenstrukturen auftreten. Dies kann z.B. auf Wasserober-
fla¨chen beobachtet werden sowie bei der Formation von Wolkenriffeln. Im wasser-
baulichen Ingenieurbereich sind diese Sohlstrukturen von großem Interesse, da sie
einen wesentlichen Einfluss auf die Stro¨mung nehmen und folglich die Sediment-
transportkapazita¨t eines Fließgewa¨ssers beeinflussen.
Abbildung 3.1: Schematische Skizzen von (a) Riffel, (b) Du¨nen und (c) Antidu¨nen
[vera¨ndert nach (Wallisch 1996)]
Grundsa¨tzlich wird in der Literatur zwischen Riffel, Du¨nen und Antidu¨nen unter-
schieden. Riffel und Du¨nen treten nur im unteren Fließregime (Fr < 1) auf. Eine ein-
deutige Trennung von Riffeln und Du¨nen ist nicht mo¨glich, da der U¨bergang fließend
ist. Obwohl Riffel und Du¨nen die gleiche Geometrie aufweisen, besitzen sie einen un-
terschiedlichen physikalischen Ursprung. Die Riffella¨nge wird maßgeblich von der
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Korngro¨ße des koha¨sionslosen Sediments beeinflusst, wobei die Du¨nenla¨nge u¨ber-
wiegend durch die Fließtiefe bestimmt wird. Die Du¨nenho¨he ist von der Gro¨ßenord-
nung der Fließtiefe und beeinflusst die Wasseroberfla¨che, die sich phasenverschoben
gewellt ausbildet. Im Gegensatz hierzu ist die Riffelho¨he sehr klein zur Wassertiefe
und die Riffel haben keinen Einfluss auf die Wasseroberfla¨che (siehe Abbildung 3.1).
Riffel treten auf, wenn die kritische Wandschubspannung 1 nur minimal u¨berschrit-
ten wird und die Sohle bei dieser Belastung ein hydraulisch glattes Verhalten auf-
weist (Engelund 1982). Ein solches Verhalten liegt vor, wenn der Durchmesser der
Sandko¨rner kleiner als die Dicke der viskosen Unterschicht ist. Du¨nen entstehen hin-
gegen, wenn bei Transportbeginn ein vollraues Verhalten vorliegt. Riffel entstehen
nur bei geringenWandschubspannungen und bei sehr feinen Sanden mit Korndurch-
messern kleiner als 600 µm. Du¨nen hingegen bilden sich bei gro¨beren Sanden mit
Durchmessern gro¨ßer als 200 µm aus. Es tritt offensichtlich ein U¨berlappungsbereich
auf, wie in Abbildung 3.2 dargestellt.
Antidu¨nen treten im oberem Fließregime (Fr > 1) auf. Sie sind symmetrischer (si-
nusfo¨rmiger) als Riffel und Du¨nen. Die Wasseroberfla¨che ist parallel zur Sohle.
Abbildung 3.2 verdeutlicht die Existenzregionen von Riffeln, Du¨nen und Antidu¨nen
in Abha¨ngigkeit vom mittleren Korndurchmesser d50 und dem Produkt der Wand-
schubspannung τw und der mittleren Stro¨mungsgeschwindigkeit vm.
τwvm[
N
ms
]
d50[mm]
Abbildung 3.2: Existenzregionen von Riffeln, Du¨nen und Antidu¨nen [vera¨ndert nach
Simons et al. (Alexander 1980)]
In dieser Arbeit werden ausschließlich Riffelstrukturen na¨her untersucht, weshalb im
Folgenden Du¨nen und Antidu¨nen nicht weiter betrachtet werden.
1die Wandschubspannung an der Sohle wird auch als Sohlschubspannung bezeichnet
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3.1 Riffelentstehung
Bei der Entstehung von Riffelstrukturen wird die Sohlschubspannung durch eine in-
stationa¨re A¨nderung schlagartig u¨ber die transportkritische Sohlschubspannung ge-
steigert. Aufgrund der Turbulenz wird die Sohloberfla¨che ungleichma¨ßig deformiert.
Hierbei entstehen kleine, durchgehend gerade Ka¨mme. Hinter den Ka¨mmen entste-
hen quer zur Stro¨mungsrichtung verlaufende Walzen, die den Bereich hinter dem
Kamm eintiefen. Im weiteren zeitlichen Verlauf gehen diese geraden Ka¨mme in eine
gewellte Form u¨ber und die Stro¨mungswalze im Leebereich bricht an einigen Stel-
len auf. Dadurch gehen die zweidimensionalen Strukturen in dreidimensionale soge-
nannte linguoide Strukturen u¨ber (siehe Abbildlung 3.3).
Abbildung 3.3: Draufsicht einer 3-dimensionalen Riffelstruktur
Bei der Entstehung von Riffeln kann man vom Anfangszeitpunkt (t = 0) bis zum Er-
reichen des Endzustands (t = Tend) zwei verschiedene Phasen des Riffelwachstums
erkennen. In der Anfangsphase steigt die Steilheit (K/L) der Riffel, die u¨ber die Ho¨he
K in Beziehung zur La¨nge L definiert (siehe Abb. 3.6) ist, sehr schnell an. In der zwei-
ten Phasewerden die Riffel zwar noch gro¨ßer, aber die Geometrie (K/L) bleibt nahezu
gleich. Die Gro¨ßenentwicklung der Riffel in der zweiten Phase kann der Abbildung
3.4 entnommen werden.
Abbildung 3.4: normierte zeitliche Entwicklung der Riffelho¨he und -la¨nge nach
Ku¨hlborn
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Die Verformung der Sohloberfla¨che ist ein interaktiver Prozess zwischen den Stro¨-
mungsbedingungen und der momentanen Riffelstruktur. Bei stationa¨ren Stro¨mungs-
bedingungen ist dieser Prozess irgendwann abgeschlossen und es stellt sich ein Gleich-
gewichtszustand ein, bei dem sich die Transportko¨rpermit einer konstantenGeschwin-
digkeit in Stro¨mungsrichtung bewegen, ohne dabei ihre geometrische Form zu a¨ndern.
Die Zeit bis zum Erreichen des Endzustands variiert je nach Stro¨mungsintensita¨t und
Sedimentzusammensetzung.
3.2 Geometrie voll ausgebildeter Riffel
Erosion und Sedimentation fu¨hren zu ungleichma¨ßigen Verformungen der Sohle, die
sich umgekehrt auch auf die Stro¨mung und die damit verbundene Sedimenttrans-
portrate auswirken.
Riffel treten, wie bereits erwa¨hnt, nur bei stro¨mendenGewa¨ssern und bei einemKorn-
durchmesser kleiner als 600 µm auf. Die Riffelgeometrie wurde in zahlreichen Ex-
perimenten untersucht. Van Rijn (van Rijn 1982) untersuchte den Einfluss des Korn-
durchmessers auf die Riffelho¨he. Prima¨res Ergebnis dieser Untersuchungen war, dass
gro¨ßere Sedimentkorndurchmesser ho¨here Riffel bilden. In den von Yalin (Yalin 1985)
vero¨ffentlichten Versuchsreihen wurden fu¨r mittlere Sedimentkorndurchmesser von
d50 = 100 bis 200 µm durchschnittliche Riffelho¨hen von 1, 54− 1, 60 cm gemessen.
Yalin untersuchte auch den Zusammenhang zwischen dem so genanntenWandschub-
spannungsu¨berschuss (τ/τc) und der Riffelsteilheit (K/L = λ). Diese wird u¨ber das
Verha¨ltnis der vorhandenen Wandschubspannung τ zur kritischen Wandschubspan-
nung τc beschrieben. Dabei fand Yalin heraus, dass Riffel nur dann gebildet werden,
wenn die kritische Wandschubspannung u¨berschritten wird (τ/τc > 1) und, dass sie
bei τ/τc > 14 wieder verschwinden. Zwischen diesen beiden Werten ist ein paraboli-
scher Verlauf der Riffelsteilheit λ zu verzeichnen, deren Maximalwert bei τ/τc = 6, 3
liegt. Die maximale Riffelsteilheit λ betra¨gt nach seinen Untersuchungsergebnissen
ca. 0, 2 (siehe Abbildung 3.5).
Ku¨hlborn (Ku¨hlborn 1993) kann in seinen Versuchsreihen diesen Trend nicht beob-
achten. Er stellt fest, dass die Riffel auf erho¨hte Wandschubspannungen mit gro¨ßeren
Wanderungsgeschwindigkeiten reagieren und nichtmit einer geometrischen Vera¨nde-
rung.
In der Literatur sind viele Angaben zu den zu erwartenden Riffella¨ngen zu finden, die
einen großen Streuungsbereich aufweisen. Die Riffella¨nge sowie die Riffelho¨he ha¨ngt
im Wesentlichen von der Korngro¨ße ab. Bei Yalin (Yalin 1985) liegt das Verha¨ltnis der
Riffella¨nge zum Korndurchmesser (L/d50) zwischen 600 und 2000.
In Abbildung 3.6 erkennt man, dass die Querschnittsform eines Riffels durch einen
leicht ansteigenden konvexen Luvhang und einem steil abfallenden Leehang gekenn-
zeichnet wird. Der Leehang fa¨llt etwa unter demWinkel der inneren Reibung ab. Ein
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Abbildung 3.5: Verha¨ltnis Steilheit zumWandschubspannungsu¨berschuss
scharfer Kamm stellt die Verbindung der beiden Seiten dar. Dabei nimmt der Luv-
hang ca. 2/3 der Riffella¨nge ein (Allen 1968).
3.3 Stro¨mung u¨ber Riffel
Bei der U¨berstro¨mung einer Riffelstruktur kommt es zu einer druckinduzierten Ab-
lo¨sung mit Wiederanlegepunkt. Die Stro¨mung u¨ber den Luvhang eines Riffels erfa¨hrt
eine Beschleunigung, bei der Druckenergie in kinetische Energie umgesetzt wird. Der
nachfolgende Leehang hingegen ist durch eine Verzo¨gerung der Stro¨mung gekenn-
zeichnet, bei der die kinetische Energie der Teilchen wieder in Druckenergie umge-
wandelt wird. Durch die starken Reibungskra¨fte in der du¨nnen Grenzschicht verliert
ein Grenzschichtteilchen so viel an kinetischer Energie, dass es im Bereich des Kam-
mes den ”Druckberg” nicht u¨berwinden kann. Es kommt zum Stillstand und wird
durch die Druckverteilung der a¨ußeren Stro¨mung ru¨ckwa¨rts bewegt, die Stro¨mung
lo¨st ab (Schlichting 1965).
Aufgrund der Ru¨ckstro¨mung kommt es zu einer Verdickung der Grenzschicht, die
mit einem Abtransport von Grenzschichtmaterial in die Außenstro¨mung gekoppelt
ist. An der Trennstromlinie existiert eine vertikale Geschwindigkeitskomponente, die
die Stro¨mung imWendepunkt von der Sohle nach oben bewegt. Durch die wesentlich
ho¨here Außenstro¨mung bildet sich eine abgelo¨ste Scherschicht aus, die sich etwa im
unteren Drittel des stromabwa¨rtsliegenden Luvhangs wieder anlegt. Somit entsteht
ein geschlossenes Ablo¨segebiet, die sogenannte Rezirkulationszone (siehe Abbildung
3.6) (Simpson 1987).
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Abbildung 3.6: Stro¨mung u¨ber Riffel
Die Ablo¨sezone wird in verschiedenen experimentellen Arbeiten untersucht. Bei den
Versuchen von Raudkivi (Raudkivi 1963), vanMierlo und Ruiter (vanMierlo & Ruiter
1988) sowie Karahan und Peterson (Karahan & Peterson 1980) wurden Rezirkula-
tionszonen bestimmt, die etwa 5 Transportko¨rperho¨hen2 lang sind. Allerdings ist hier
zu erwa¨hnen, dass bei den Versuchen zweidimensionale Riffelko¨rpernachbildungen
verwendet wurden.
Das Stro¨mungsfeld wird nach Untersuchungen von Dyer (Dyer 1980) etwa bis zur
dreifachen Riffelho¨he beeinflusst. Die freie Oberfla¨che wird aufgrund der geringen
Riffelho¨he im Verha¨ltnis zur Fließtiefe meist nicht beeinflusst.
Generell ist zu erwa¨hnen, dass mit solchen Ablo¨seprozessen der Stro¨mung ein erheb-
licher Anteil ihrer Energie entzogen wird. Die Riffelstruktur tra¨gt so wesentlich zur
Reduzierung der Transportkapazita¨t bei.
3.4 Wanderung von Riffeln
Das Sediment am Luvhang erfa¨hrt durch die Stro¨mung Wandschubspannungen, die
u¨ber dem transportkritischenWert liegen. Folglichwird es erodiert und stromabwa¨rts
transportiert. Das Material ”rutscht” u¨ber den Kamm hinweg und lagert sich auf der
Leeseite ab (Sedimentation). Gleichzeitig wird durch die Rezirkulationszone im un-
teren Bereich des Luvhangs je nach Stro¨mungsintensita¨t weiteres Sediment erodiert
und stromaufwa¨rts transportiert. Dieser Vorgang beschleunigt zusa¨tzlich die Eigen-
bewegung der Riffel.
Fu¨rbo¨ter (Fu¨rbo¨ter 1983) hat bereits 1983 ein einfaches Modell aufgestellt, mit dem
es mo¨glich ist, die Riffelwanderung abzubilden. Dabei werden die Riffel vereinfacht
als Dreiecke abgebildet (siehe Abbildung 3.7). Das in einer Zeiteinheit bewegte Vo-
lumen pro m Breite u¨ber die Krone wird als Feststoffstrom qF definiert. Die Riffel-
2Die Bezeichnung Transportko¨rper geht auf die flussabwa¨rts gerichtete Verlagerung der Riffel
zuru¨ck.
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Abbildung 3.7: Kinematischer Ansatz der Transportko¨rperbewegung nach Fu¨rbo¨ter
(Fu¨rbo¨ter 1983)
wanderungsgeschwindigkeit vr wird u¨ber die von Exner 1920 hergeleitete Gleichung
beschrieben:
vr =
qF
K
. (3.1)
Aus dieser Gleichung ist ersichtlich, dass unter gleichen Stro¨mungsbedingungen die
Fortschrittsgeschwindigkeit bei kleiner werdender Riffelho¨he K gro¨ßer wird. Dar-
aus kann gefolgert werden, dass sich stets die minimal mo¨gliche Fortbewegungsge-
schwindigkeit einstellt, da kleinere Riffel auf gro¨ßere Riffel auflaufen und diese ver-
gro¨ßern, bis eine Endho¨he erreicht ist, die aufgrund der Stro¨mungsbedingungen nicht
mehr gesteigert werden kann. Ku¨hlborn kann in seiner Arbeit besta¨tigen, dass dieses
Modell, trotz vieler Vereinfachungen, in der Lage ist, das Wachstums- und Wande-
rungsverhalten von Riffeln gut zu beschreiben.
Dillo und Zanke (Ku¨hlborn 1993) untersuchten Wanderungsgeschwindigkeiten an
Riffeln und Du¨nen unter Laborbedingungen. Insgesamt untersuchten sie fu¨nf ver-
schiedene Sande unterschiedlicher Korngro¨ßen und erlangten bei der Auswertung
einen empirischen Zusammenhang zwischen der Wanderungsgeschwindigkeit und
der mittleren Stro¨mungsgeschwindigkeit von vr = A ∗ v
6.4
m , wobei die Konstante A
vom Korndurchmesser abha¨ngt. Hierbei ist jedoch anzumerken, dass es sich bei den
Transportko¨rpern teilweise um Du¨nen handelt und dass die Versuche unter instati-
ona¨ren Bedingungen durchgefu¨hrt wurden und eine direkte U¨bertragung auf Riffel
nicht mo¨glich ist. Zanke vermutet, dass die bei instationa¨ren Stro¨mungsverha¨ltnissen
auftretenden Wanderungsgeschwindigkeiten stets geringer als bei stationa¨ren Bedin-
gungen sind, da der Transportko¨rper in erster Linie das Bestreben besitzt, die Riffel-
form den aktuellen Stro¨mungsbedingungen anzupassen.
Ku¨hlborn beobachtet bei seinen Laborversuchen, dass ein großer Unterschied zwi-
schen einer ausgebildeten Riffelsohle und einer sich noch im Wachstum befindlichen
Riffelsohle besteht. Eine im Endzustand befindliche Riffelsohle hat nach seiner Ver-
suchsauswertung immer die gleiche Riffella¨nge und -ho¨he. Die Riffelsohle reagiert
bei Stro¨mungsa¨nderungen nicht mit A¨nderungen der Riffelabmessung, sondern mit
der A¨nderung der Wanderungsgeschwindigkeit.
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Abbildung 3.8: Wanderungsgeschwindigkeit von Riffeln und Du¨nen in Abha¨ngig-
keit zur mittleren Stro¨mungsgeschwindigkeit
Ku¨hlborn besta¨tigt die Annahme, dass in der Wachstumsphase sich kleinere Riffel
schneller bewegen als gro¨ßere. Dies gilt jedoch nicht mehr fu¨r den Endzustand. Hier
ko¨nnen Riffel derselbenAbmessung, abha¨ngig von dermittleren Stro¨mungsgeschwin-
digkeit vm unterschiedliche Wanderungsgeschwindigkeiten aufweisen.
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4 Theoretische Grundlagen zur Be-
rechnung turbulenter Stro¨mungen
4.1 Navier-Stokes’sche Gleichungen
Die Navier-Stokes’schen Gleichungen sind benannt nach dem Briten George Gabriel
Stokes und dem Franzosen Claude Louis Marie Henri Navier. Beide haben die Glei-
chung unabha¨ngig voneinander in der ersten Ha¨lfte des 19. Jahrhunderts hergeleitet
(1827 bzw. 1845). Sie stellen die Grundgleichungen in der Stro¨mungsmechanik dar.
Sie gelten fu¨r Fluide, die als Kontinuum angenommen werden knnen und beschrei-
ben dort die Geschwindigkeits- und Druckverteilung. Die Navier-Stokes’schen Glei-
chungen werden aus den Erhaltungsgleichungen fu¨r Masse
∂ρ
∂t
+
∂(ρui)
∂xi
= 0 (4.1)
und Impuls
∂(ρui)
∂t
+
∂(ρuiuj)
∂xj
=
∂τij
∂xj
−
∂p
∂xi
(4.2)
hergeleitet.
In den Gleichungen 4.1 und 4.2 stellen ui die Komponenten des momentanen Ge-
schwindigkeitsvektors, p den Druck und τij den Cauchyschen Spannungsterm dar.
Fu¨r newtonische Fluide, bei denen die Scherspannung proportional zur Verzerrungs-
geschwindigkeit ist, ist der Cauchysche Spannungsterm wie folgt definiert:
τij = µ
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)
−
2
3
µ
∂uk
∂xk
δij. (4.3)
Das Kronecker Delta δij ist definiert durch den Tensor
δij =
1 0 00 1 0
0 0 1
 (4.4)
und µ beschreibt die dynamische Viskosita¨t.
Bei einem inkompressiblen Fluid ergeben sich weitere Vereinfachungen. Der erste
Term auf der linken Seite in Gleichung 4.1 und der zweite Term auf der rechten Seite
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in Gleichung 4.3 werden zu Null. Durch Einsetzen der Gleichung 4.3 in die Impuls-
gleichung (4.2) ergeben sich die folgenden Navier-Stokes’schen Gleichungen:
∂ui
∂xi
= 0, (4.5)
∂ui
∂t
+ uj
∂ui
∂xj
= ν
∂
∂xj
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)
−
∂P
∂xi
, (4.6)
wobei der Druck P durch die Dichte ρ geteilt ist. Detaillierte Herleitungen ko¨nnen
der Literatur (z.B. Pope 2000) entnommen werden.
4.2 Turbulenz
Die in der Natur vorkommenden Stro¨mungen werden in laminare und turbulen-
te Stro¨mungen eingeteilt. Laminare und turbulente Stro¨mungen unterscheiden sich
in ihren Stro¨mungseigenschaften. Die Bahnlinien einer laminaren Stro¨mung sind re-
gelma¨ßig und geordnet. In turbulenten Stro¨mungen beschreibt ein Fluidpartikel chao-
tische Bahnen, welche durch hochfrequentierte ra¨umliche und zeitliche Schwankun-
gen der Stro¨mungsgro¨ßen gekennzeichnet sind (siehe Abb. 4.1).
Abbildung 4.1: Bahnlinien einer laminaren (oben) und einer turbulenten Stro¨mung
(unten)
Als Kennzahl fu¨r turbulente bzw. laminare Stro¨mungen dient die Reynoldszahl. Sie
stellt eine dimensionslose Kenngro¨ße dar, die das Verha¨ltnis zwischen den Tra¨gheits-
kra¨ften und den Reibungskra¨ften beschreibt,
Re =
U ·D
ν
. (4.7)
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Hierbei ist U die charakteristische Stro¨mungsgeschwindigkeit, D die charakteristi-
sche La¨nge und ν die kinematische Viskosita¨t. Stro¨mungen mit hohen Reynoldszah-
len sind turbulent.
Nach Rotta (Rotta 1974) kann man turbulenten Stro¨mungen folgende Eigenschaften
zuordnen:
• Turbulente Stro¨mungen sind dreidimensional.
• Turbulente Stro¨mungen sind instationa¨r.
• Turbulente Stro¨mungen sind rotationsbehaftet.
• Turbulente Stro¨mungen sind diffusiv. Das bedeutet, dass sie gute Mischungsei-
genschaften gegenu¨ber laminaren Stro¨mungen besitzen.
• Turbulente Stro¨mungen sind dissipativ. Das bedeutet, dass sie die Stro¨mungs-
energie in Wa¨rme umwandeln.
• Turbulente Stro¨mungen sind stochastisch. Folglich muss ein instationa¨res Ge-
schwindigkeitsprofil als Zufallsereignis, welches nicht experimentell reprodu-
ziert werden kann, angesehen werden.
4.2.1 Skalen der Turbulenz
Eine turbulente Stro¨mung setzt sich aus vielen Wirbeln verschiedener Gro¨ßenordun-
gen zusammen. Hierbei wird angenommen, dass ein Energietransport in Form einer
Energiekaskade von den großen zu den kleinen La¨ngenskalen stattfindet. Die von den
großen Skalen produzierte turbulente Energie wird jeweils nur zur na¨chst kleineren
Turbulenzskala u¨bertragen. Diese geben sie wieder ihrerseits an die na¨chst kleineren
Skalen ab. Mit kleiner werdenden Abmessungen wachsen jedoch die viskosen Kra¨fte.
Somit ist das Ende der Energiekaskade erreicht, wenn die weitertransportierte Ener-
gie von den kleinen Skalen aufgrund derWirkung der viskosen Kra¨fte dissipiert wird
(siehe Abb.4.2) (Richardson 1922).
Abbildung 4.2: Prinzip der Energiekaskade
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EinMaß fu¨r die verschiedenen La¨ngenskalen stellt dieWellenzahl k dar. Die kleinsten
Turbulenzballen werden auch als Kolmogorov-Skalen bezeichnet und lassen sich aus
der Dimensionsanalyse herleiten (Kolmogorov 1941). Fu¨r die Kolmogorov-La¨nge ηk
erha¨lt man
ηk =
(
ν3
ǫ
)1/4
(4.8)
und fu¨r die Kolmogorov-Zeit τk
τk =
(ν
ǫ
)1/2
, (4.9)
wobei ǫ die Dissipationsrate der Turbulenzenergie darstellt.
Das Energiespektrum einer voll entwickelten turbulenten Stro¨mung weist im Inerti-
albereich eine Proportionalita¨t zu k−5/3 auf (siehe Abbildung 4.3). Somit la¨sst sich ein
Verha¨ltnis der großen La¨ngenskalenL zur kleinsten Kolmogorov-La¨nge ηk abscha¨tzen.
Sie betra¨gt etwa:
L/ηk ∼ Re
3/4 (4.10)
Abbildung 4.3: Energiespektrum einer turbulenten Stro¨mung
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4.2.2 Reynoldsmittelung
In vielen technischen Anwendungen ist es gar nicht von Interesse, eine physikali-
sche Gro¨ße vollsta¨ndig bezu¨glich aller ihrer in Raum und Zeit vorliegenden Schwan-
kungen zu kennen. Hier sind oft nur die gemittelten Stro¨mungsgro¨ßen und die dar-
aus resultierenden Kra¨fte von Bedeutung. Aus diesem Grund entstand die Idee der
Reynoldsmittelung. Osborne Reynolds untersuchte Ende des 19. Jahrhunderts, wie
sich die Navier-Stokes-Gleichungen unter Mittelung verhalten. Man spricht in die-
sem Fall von der Reynoldschen Zerlegung der Navier-Stokes-Gleichung (siehe auch
Kapitel 5.2). An dieser Stelle werden die Grundlagen der Reynoldschen Zerlegung
beschrieben.
Bei der Mittelung einer physikalischen Gro¨ße unterscheidet man zwischen zwei ver-
schiedenen Arten von Mittelungen, der zeitlichen Mittelung und der ensemble Mit-
telung.
Abbildung 4.4: zeitlicheMittelung (links) und ensembleMittelung (rechts) einer phy-
sikalischen Gro¨ße
Bei der zeitlichen Mittelung wird eine physikalische Gro¨ße an einem festen Ort u¨ber
einen unendlich langen Zeitraum gemittelt
φ (x, t) = lim
T→∞
1
T
∫ t0+T
t0
φ (x, t) dt, (4.11)
so dass der Mittelwert keine Schwankungen mehr aufweist. Durch diese Art der Mit-
telung geht die Zeitabha¨ngigkeit verloren. Somit ist die zeitliche Mittelung nur fu¨r
stationa¨re Pha¨nomene geeignet.
Bei instationa¨ren Prozessen bietet sich die ensembleMittelung an. Hier wird eine phy-
sikalische Gro¨ße an einem festen Ort und zu einer festen Zeit u¨ber N identische Ex-
perimente gemittelt
φ (x, t) = lim
N→∞
1
N
N∑
n=1
φ (x, t) . (4.12)
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Somit werden fluktuationsunabha¨ngige, aber zeitabha¨ngigeMittelwerte gebildet. Die
zwei verschiedenenMittelungsarten werden in Abbildung 4.4 nochmals verdeutlicht.
Wie in Abbildung 4.4 zu erkennen ist, kann man grundsa¨tzlich eine physikalische
Gro¨ße in einen Mittelwert und in einen Schwankungswert zerlegen
φ = φ+ φ′. (4.13)
Ebenfalls ist auch aus den Abbildungen ersichtlich, dass die Mittelung des Mittelwer-
tes wieder zum Mittelwert fu¨hrt
φ = φ (4.14)
und dass der Mittelwert der Fluktuation zu null wird
φ′ = 0, (4.15)
da sich die Fluktuationen gegenseitig aufheben. Ferner gilt, dass die Ableitung einer
gemittelten Gro¨ße gleich der Mittelung einer Ableitung der instationa¨ren Gro¨ße ist
∂φ
∂xi
=
∂φ
∂xi
. (4.16)
Ebenso gilt, dass jede Mittelung einer Linearkombination von physikalischen Gro¨ßen
die Linearkombination der Mittelwerte ergibt. Werden jedoch Produkte zweier phy-
sikalischer Gro¨ßen betrachtet, kann dies nicht beobachtet werden. Hier gilt nicht
φ1φ2 = φ1φ2. (4.17)
DieweitreichendenAuswirkungen dieses Sachverhaltes werden in Kapitel 5.2 ausfu¨hr-
lich behandelt.
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5 Numerische Simulation turbulenter
Stro¨mungen
Die in Kapitel 4 erla¨uterten Navier-Stokes-Gleichungen ko¨nnen jedoch nur fu¨r einen
sehr kleinen Teil der vorhandenen Problemstellungen der Stro¨mungsmechanik ana-
lytisch gelo¨st werden. Fu¨r alle weiteren Stro¨mungsprobleme mu¨ssen die Erhaltungs-
gleichungen numerisch behandelt werden. Neben der direkten numerischen Simula-
tion (DNS), d.h. heißt der Simulation aller turbulenten Skalen, gibt es das Gebiet der
Turbulenzmodellierung, die auf den Reynolds-gemittelten Navier-Stokes Gleichun-
gen (engl.: Reynolds-averaged Navier-Stokes [RANS]) basiert. Zwischen diesen beiden
Methoden existiert die Grobstruktursimulation (engl.: Large Eddy Simulation [LES]).
Diese drei verschiedenen Methoden werden in diesem Kapitel vorgestellt.
5.1 Direkte Numerische Simulation
Die Direkte Numerische Simulation ist die genaueste Methode zur Berechnung von
Stro¨mungen. Hierbei werden die Navier-Stokes Gleichungen vollsta¨ndig ohne Mo-
dellannahmen gelo¨st. Der einzige Fehler der Berechnung ist im numerischen Verfah-
ren begru¨ndet. Die Diskretisierung muss bei der DNS in allen drei Raumrichtungen
und in der Zeit fein genug sein, um die kleinsten Skalen erfassen zu ko¨nnen. Da fu¨r
das Verha¨ltnis der gro¨ßten zu den kleinsten La¨ngenskalen lo/η ∼ Re
3/4 und fu¨r die
Zeitskalen to/τη ∼ Re
1/2 gilt, wa¨chst der numerische Aufwand mit der Reynolds-
zahl im Verha¨ltnis Re11/4 an. Da technisch relevante Stro¨mungen meist sehr hohe
Reynoldszahlen aufweisen, wird es auch in den na¨chsten Jahren nicht mo¨glich sein
diese Stro¨mungen direkt numerisch zu berechnen. Zurzeit ko¨nnen mit den zur Ver-
fu¨gung stehenden Hochleistungsrechnern einfachste Geometrien wie z.B. eine Kanal-
stro¨mung bis zu einer Reynoldszahl von ca. 25000 direkt numerisch gelo¨st werden.
5.2 RANS
DieGrundlage der statistischen Turbulenzmodellierung basiert auf Osborne Reynolds
zuru¨ckgehende Idee, alle in den Kontinuita¨ts- und Navier-Stokes Gleichungen vor-
kommenden Gro¨ßen in einen Mittelwert u und einen Schwankungswert u′ zu zer-
legen (siehe Kapitel 4.2.2). Unter Anwendung dieser Zerlegung und der zeitlichen
Mittelung erha¨lt man die Reynolds-gemittelte Kontinuita¨tsgleichung
∂ui
∂xi
= 0, (5.1)
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und die Reynolds-gemittelten Navier-Stokes Gleichungen
∂ui
∂t
+
∂uiuj
∂xj
+
∂u′iu
′
j
∂xj
= ν
∂
∂xj
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)
−
∂P
∂xi
. (5.2)
Durch den Mittelungsprozess entsteht der Reynoldsche Spannungstensor u′iu
′
j , wo-
durch das Gleichungssystem nicht mehr geschlossen ist. Das Gleichungsmodell muss
also mittels Turbulenzmodellen geschlossen werden. Diese lassen sich nach der Mo-
dellierungsart des Spannungstensors klassifizieren.
Die Ansa¨tze zur RANS-Modellierung lassen sich grundsa¨tzlich in Wirbelviskosita¨ts-
modelle und Reynoldsspannungsmodelle unterteilen. Der von Boussinesq formulier-
te Wirbelviskosita¨tsansatz modelliert die turbulenten Spannungen in den Impuls-
gleichungen durch eine erho¨hte Viskosita¨t im Diffusionsterm, die sogenannte Wir-
belviskosita¨t. Diese variiert ra¨umlich und zeitlich als Funktion der Stro¨mung. Des-
halb ist es erforderlich, sie mittels eines Turbulenzmodells zu berechnen. Wirbelvis-
kosita¨tsmodelle werden nach der Anzahl der zusa¨tzlichen Transportgleichungen in
Nullgleichungs-, Eingleichungs-, Zweigleichungs- und Mehrgleichungsmodelle un-
terschieden.
Das am ha¨ufigsten verwendete Modell ist ein Zweigleichungsmodell mit Gleichun-
gen fu¨r die kinetische Energie k und die turbulente kinetische Dissipationsrate ǫ. Das
k-ǫ-Modell wurde 1972 von Launder und Spalding entwickelt (Launder & Spalding
1972). Der große Erfolg des Modells ist wohl dem relativ geringen Rechenaufwand
und der hohen numerischen Stabilita¨t zuzuschreiben. Schwa¨chen hat das Modell al-
lerdings bei komplexen Stro¨mungen. Anisotropien in der Turbulenz sowie spezielle
Effekte, z.B. Rotationen in der Stro¨mung ko¨nnen nicht modelliert werden (Speziale
1995).
Ein weiteres ha¨ufig verwendetes Zweigleichungsmodell ist das k-ω-Modell. Dieses
Modell ist hauptsa¨chlich aus den Arbeiten vonWilcox (Wilcox 1998) bekannt. Grund-
lage sind aber die Arbeiten von Kolmogorov (Kolmogorov 1941). Im Vergleich zu
dem k-ǫ-Modell wird die ǫ-Gleichung in eine ω-Gleichung u¨berfu¨hrt. Dies fu¨hrt zu
besseren Vorhersagen in Wiederanlegezonen hinter Grenzschichtablo¨sungen.
In der Na¨he von Wa¨nden wird bei Wirbelviskosita¨tsmodellen die Verwendung einer
Wandfunktion notwendig, da die Voraussetzung der Isotropie der Turbulenz und die
Vernachla¨ssigung der molekularen Viskosita¨t hier nicht mehr erfu¨llt wird. Als Grund-
lage fu¨r die Wandfunktion dient das logarithmische Wandgesetz (Schlichting 1965).
Dieses la¨sst sich durch A¨hnlichkeitsbetrachtungen oder aus dem Prandtlschen Mi-
schungsweggesetz fu¨r eine la¨ngsangestro¨mte, ebene Platte herleiten.
Weitere Ansa¨tze zur Modellierung verwenden die Transportgleichungen der turbu-
lenten Spannungen. Reynoldspannungsmodelle berechnen diese Differentialgleichun-
gen, in denen aber wieder neue Terme auftreten, welche modelliert werden mu¨ssen.
Mit diesen Modellen ko¨nnen genauere Ergebnisse als mit den Wirbelviskosita¨tsmo-
dellen erzielt werden. Der Rechenaufwand ist jedoch deutlich gro¨ßer und die Stabi-
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lita¨t der Berechnung ist geringer. Bei algebraischen Reynoldspannungsmodellen wer-
den diese Transportgleichungen so vereinfacht, dass algebraische Ausdru¨cke zur Be-
rechnung der Reynoldsspannungen zur Verfu¨gung stehen. Eine gute Beschreibung
dieser Modelle liefert Rotta (Rotta 1974).
5.3 Large Eddy Simulation
DieMethode der LES basiert auf demKonzept der Kolmogorovschen Energiekaskade
(siehe Kapitel 4).
Die LESmacht sich zuNutze, dass die großen und kleinen Skalen verschiedene Eigen-
schaften besitzen. Die großen Skalen sind abha¨ngig von der Geometrie und den Rand-
bedingungen. Sie zeichnen sich durch Inhomogenita¨t und Anisotropie aus. Ebenso
sind sie energiereich und langlebig. Die kleinen Skalen hingegen entstehen aus den
großskaligen Strukturen und sind kurzlebig und energiearm. Ihre Strukturen sind
weitgehend homogen und isotrop. Daraus resultiert die Idee, die kleinen Skalen mit
Hilfe eines universellen Modelles abzubilden. Das Prinzip der LES besteht darin, die
großen Skalen direkt numerisch zu berechnen und die kleinen Skalen mit Hilfe eines
sogenannten Feinstrukturmodelles (engl.: subgrid scale model) abzubilden. Somit lo¨st
die LES im Gegensatz zur Direkten Numerischen Simulation nicht alle turbulenten
Zeit- und La¨ngenmaße auf, sondern nur bis zu einer bestimmten Wellenla¨nge (sie-
he Abbildung 5.1). Folglich liegt die LES zwischen der RANS-Modellierung und der
Direkten Numerischen Simulation.
Abbildung 5.1: Prinzip der LES Modellierung
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Da bei der LES nur die großen energietragenden Skalen aufgelo¨st werden und die
kleinen Skalen modelliert werden, muss eine Aufspaltung der physikalischen Gro¨ßen
in einen Grobstrukturanteil φ und in einen Feinstrukturanteil φ′ stattfinden:
φ = φ+ φ′. (5.3)
Mathematisch la¨sst sich das durch eine ra¨umliche Filterung der physikalischen Gro¨ße
φ herleiten:
φ =
∫
V
G(xi, x
′
i)φ(x
′
i)dx
′
i, (5.4)
wobei G(xi, x
′
i) die Filterfunktion darstellt.
Wendet man diese Filterung auf die Kontinuita¨ts- und Navier-Stokes-Gleichungen
an, erha¨lt man die folgenden Gleichungen:
∂ui
∂xi
= 0, (5.5)
∂ui
∂t
+
∂uiuj
∂xj
= ν
∂
∂xj
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)
−
∂P
∂xi
. (5.6)
Um diese Gleichungen zu lo¨sen, wird der nichtlineare Term in Gleichung (5.6) mit
Hilfe von Gleichung (5.7) ausgedru¨ckt
uiuj = uiuj + τij, (5.7)
τij beschreibt den Effekt der nicht aufgelo¨sten kleinen Skalen auf die großen Skalen.
Folglich ko¨nnen die gefilterten Navier-Stokes-Gleichungen folgendermaßen geschrie-
ben werden:
∂ui
∂t
+
∂uiuj
∂xj
= ν
∂
∂xj
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)
−
∂P
∂xi
+
∂τij
∂xj
. (5.8)
Die Feinstrukturspannungen τij mu¨ssen modelliert werden um Gleichung (5.8) zu
schließen.
Bei der LES tritt somit, wie bei der RANS-Rechnung, ein ungeschlossener Term auf,
der Feinstrukturtensor. Dieser besitzt jedoch physikalisch gesehen eine andere Bedeu-
tung als der bei der RANS-Rechnung auftretende Scheinspannungstensor. Wa¨hrend
bei der LES der Einfluss der kleinskaligen Turbulenz auf das Grobstrukturfeld be-
schrieben wird, beschreibt der Scheinspannungstensor den Impulstransport der Tur-
bulenzbewegungen. Das charakteristische La¨ngenmaß, welches bei der RANS-Rech-
nung eine der Hauptschwierigkeiten beschreibt, wird bei der LES durch die Filter-
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weite beschrieben. Somit na¨hert sich die LES Rechnung bei kleiner werdender Git-
terweite kontinuierlich der DNS Lo¨sung an. Fu¨r gute Ergebnisse mu¨ssen bei der LES
Rechnung im gesamten Stro¨mungsgebiet ca. 80% der Gesamtenergie aufgelo¨st wer-
den.
Das bekannteste Feinstrukturmodell wurde bereits 1963 von Smagorinsky formuliert.
Es geho¨rt noch heute zu den am ha¨ufigsten angewendeten Modellen. Es basiert auf
dem Wirbelviskosita¨tsansatz, welches die Feinstrukturspannungen τij zu dem groß-
skaligen Scherspannungstensor Sij in Beziehung setzt. Als Proportonalita¨tsfaktor gilt
die turbulente Viskosita¨t νt:
τij = −2νtSij (5.9)
mit
Sij =
1
2
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)
. (5.10)
Die turbulente Viskosita¨t νt la¨sst sich aus dem Prandtl Mischungsweg Ansatz her-
leiten, wobei die turbulente Viskosita¨t νt zum Betrag der lokalen großskaligen Ge-
schwindigkeitsgradienten in Bezug gesetzt wird:
νt = l
2|Sij|, (5.11)
dabei gilt
|S| =
√
2SijSij. (5.12)
Das La¨ngenmaß l steht charakteristisch fu¨r die kleinen Skalen und wird gebildet aus
der Smagorinsky-Konstante CS und der Filterweite ∆
l = CS∆. (5.13)
Fu¨r die Filterweitenberechnung gibt es mehrereMo¨glichkeiten. Im Folgendenwerden
die drei am ha¨ufigsten verwendeten Definitionen vorgestellt.
∆ = (∆x∆y∆z)
1
3 (5.14)
∆ =
(
∆2x +∆
2
y +∆
2
z
) 1
2 (5.15)
∆ = max {∆x,∆y,∆z} (5.16)
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Problematisch ist die Bestimmung der Smagorinsky-Konstante fu¨r verschiedene Geo-
metrien. Je nach Stro¨mungsgebiet liegt die Smagorinsky-Konstante zwischen 0, 065
und 0, 2. Hierzu kommt ein Versagen des Smagorinsky-Modells in Wandna¨he. In die-
sem Bereich muss die Smagorinsky-Konstante reduziert werden, da mit Anna¨herung
an festeWa¨nde die Geschwindigkeitsschwankungen gegenNull konvergieren. Daher
wird inWandna¨he die Van-Driest Da¨mpfungsfunktion angewendet (Van Driest 1956).
Somit gilt fu¨r die Feinstrukturla¨nge l im wandnahen Bereich folgende Gleichung
l = CS∆
(
1− e(−yuτ/25ν)3
)0.5
. (5.17)
Allerdings liefert dieser Ansatz nur gute Ergebnisse, wenn der Wandbereich fein ge-
nug aufgelo¨st wird. Durch die positive Konstante ist es nicht mo¨glich ”backscatter”-
Effekte zu beschreiben. Außerdem zeigt Oberlack (Oberlack 1997), dass das Smago-
rinsky-Modell die Skaleninvarianz bricht, da die Filterweite∆ als La¨ngenmaß genutzt
wird. Diese steht aber nicht im Zusammenhang mit dem turbulenten La¨ngenmaß.
Germano et al. (Germano, Piomelli, Moin & Cabot 1991) entwickelten den Ansatz,
die Smagorinsky-Konstante dynamisch zu bestimmen. Dafu¨r wurde ein sogenannter
Testfilter eingefu¨hrt, dessen Filterweite ∆˜ gro¨ßer ist als die Gitterweite ∆. Ein ga¨ngi-
ges Verha¨ltnis Testfilterweite zu Gitterweite betra¨gt ∆˜/∆ = 2. Physikalische Gro¨ßen,
auf die der Testfilter angewandt wird, werden mit einer Tilde gekennzeichnet. Die
sich zwischen dem Testfilter und der Gitterweite befindlichen Skalen werden u¨ber
die Germano Identita¨t Lij definiert.
Abbildung 5.2: Prinzip des Germano Modells
Lij = Tij − τ˜ij (5.18)
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mit
τ˜ij = u˜iuj − u˜iuj (5.19)
und
Tij = u˜iuj − u˜iu˜j. (5.20)
Dahinter steckt die Annahme, dass die kleinsten durch das Gitter aufgelo¨sten Skalen
den nicht aufgelo¨sten Skalen a¨hnlich sind. Grundsa¨tzlich kann das Germano-Modell
bei jedem beliebigen algebraischen Feinstrukturmodell mit einer Modellkonstante
angewendet werden. Die Prozedur wird im Folgenden anhand des Smagorinsky-
Modells erla¨utert.
Der Feinstrukturtensor τij des Gitterfilters und der Feinstrukturtensor Tij des Testfil-
ters werden wie folgt berechnet:
τij = −2(Cs∆)
2|S|Sij (5.21)
Tij = −2(Cs∆˜)
2|S˜|S˜ij (5.22)
Wendet man nun die Germano Identita¨t an, ergibt sich folgende Beziehung
Lij =
˜2(Cs∆)2|S|Sij − 2(Cs∆˜)
2|S˜|S˜ij. (5.23)
Um die Konstante Cs berechnen zu ko¨nnen, muss sie aus der Testfilterung herausge-
zogen werden. Dies ist mathematisch nur korrekt, wenn die Testfilterung der Kontan-
te keinen Einfluss auf die Modellparameter besitzt. Da dies jedoch nicht der Fall ist,
besitzt das Germano-Modell einen gewissen Fehler, der jedoch vernachla¨ssigt wird.
Unter dieser Annahme ergibt sich der Ausdruck
Lij = −2(Cs∆)
2Mij (5.24)
mit
Mij =
∆˜2
∆2
|S˜|S˜ij − |˜S|Sij. (5.25)
Da bei dem Germano-Modell auch negative Werte fu¨r die Konstante zugelassen wer-
den sollen, um ”backscatter”-Effekte berechnen zu ko¨nnen, wird die folgende Defini-
tion fu¨r die Germanokonstante C eingefu¨hrt.
C = C2s (5.26)
Lilly (Lilly 1992) schla¨gt vor, die Germanokonstante u¨ber die Minimierung des Feh-
lers der folgenden Gleichung zu bestimmen
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Q = (Lij − 2C∆
2Mij)
2. (5.27)
Mit ∂Q/∂C = 0 erha¨lt man die Definition
C =
LijMij
2MijMij
. (5.28)
Da die Germanokonstante negative Werte annehmen kann und ra¨umlich stark vari-
iert, was zu numerischen Instabilita¨ten fu¨hren kann, schla¨gt Germano et al. (Germano
et al. 1991) vor, den Za¨hler und Nenner bei der Ermittlung der Konstante in homoge-
ne Richtungen zu mitteln.
Die Vorteile des Germano Modells sind somit eindeutig erkennbar. Die Konstante
passt sich je nach Stro¨mungseigenschaften ra¨umlich dynamisch an. Somit ist keine
Da¨mpfungsfunktion imWandbereich no¨tig. Ebenso ist gewa¨hrleistet, dass in lamina-
ren Stro¨mungen keine turbulente Viskosita¨t auftritt. Außerdem kann die Konstante
ra¨umlich begrenzt negative Werte annehmen und somit den ”backscatter”-Effekt be-
schreiben. Durch die Art der Bestimmung des La¨ngenmaßes wird im Gegensatz zum
Smagorinsky-Modell die Skaleninvarianz nicht gebrochen (Oberlack 1997).
Aufgrund der genannten Vorteile wird im Rahmen dieser Arbeit mit dem Germano-
Modell gerechnet.
Wendet man die Filterung auf die Konzentrationsgleichung 2.14 an, erha¨lt man die
folgende Gleichung:
∂c
∂t
+ (ui − wsδj3)
∂c
∂xi
=
ν
σ
∂2c
∂xi2
−
∂χi
∂xi
, (5.29)
wobei
χi = uic− uic (5.30)
den skalaren Feinstrukturfluss darstellt, der modelliert werden muss. Dazu kann der
Gradientenflussansatz von Eidson (Eidson 1985) verwendet werden:
χi = −
νt
σt
c
∂xi
, (5.31)
wobei σt die turbulente Schmidtzahl ist.
Stro¨mungen inWandna¨he unterscheiden sichwesentlich von freien Stro¨mungen. Des-
halb mu¨ssen diese bei der LES gesondert betrachtet werden. Die im Wandbereich
auftretenden Strukturen sind wesentlich kleiner als im u¨brigen Stro¨mungsgebiet, au-
ßerdem ist im Wandbereich die Annahme der Homogenita¨t und Isotropie der klei-
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nen Skalen nicht mehr gewa¨hrleistet. Aufgrund der geltenden Haftbedingung an der
Wand entstehen senkrecht zur Wand starke Geschwindigkeitsgradienten. Um diese
auflo¨sen zu ko¨nnen, mu¨ssen sich bei der LES mehrere Gitterpunkte (6 5) in der vis-
kosen Unterschicht (0 6 y+ 6 5) befinden und der erste Gitterzellenpunkt bei y+ ≈ 1
liegen (Breuer 2001), wobei der dimensionslose Wandabstand y+ mit
y+ =
y · uτ
ν
(5.32)
definiert ist. Im Gegensatz zu den RANS-Rechnungen reicht es nicht aus, den Wand-
bereich nur vertikal zurWand sehr fein aufzulo¨sen. Dieser muss inWandna¨he auch in
die beiden anderen Raumrichtungen sehr fein aufgelo¨st werden, da sonst die kleins-
kalige Turbulenz nicht richtig erfasst werden kann. Diese Bedingungenmu¨ssen erfu¨llt
sein, um die korrekte Turbulenzproduktion in Wandna¨he berechnen zu ko¨nnen, da
der Wandbereich maßgeblich an der Turbulenzproduktion beteiligt ist. Wird dieser
Bereich nicht richtig abgebildet, werden die Reynoldspannungen unterscha¨tzt, was
zu einer zu geringen Wandschubspannung fu¨hrt. Die Anzahl der Gitterpunkte ist
dementsprechend an die Reynoldszahl gekoppelt. Man spricht bei der wandaufge-
lo¨sten LES auch von einer sogenannten ”Quasi DNS”. Dies bedeutet, dass bei tech-
nisch relevanten Stro¨mungen mit hohen Reynoldszahlen bis zu 1/3 der gesamten Git-
terpunkte im Wandbereich liegen und fu¨r eine ada¨quate Auflo¨sung des Stro¨mungs-
gebiets extrem viele Gitterpunkte beno¨tigt werden (Breuer 2001).
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6 Grundlagen des numerischen Be-
rechnungscodes
Fu¨r die in der Arbeit durchgefu¨hrten Stro¨mungssimulationen wird der CFD-Code
FASTEST-3D (Flow Analysis Solving Transport Equations Simulation Turbulence 3
Dimensional) verwendet. Das Programm FASTEST-3D ist ein Finite Volumen Code,
basierend auf Hexaedern im dreidimensionalen Raum. Es werden bei diesem Co-
de randangepasste, blockstrukturierte Gitter verwendet. Die Anwendung nicht or-
thogonaler Gitter ist mo¨glich, da fu¨r jedes Kontrollvolumen (KV) ein lokales Ko-
ordinatensystem definiert ist und eine Transformation in das globale Koordinaten-
system vorgenommen wird. Die Zeitdiskretisierung wird mit dem Crank-Nicolson-
Verfahren durchgefu¨hrt. Eine Kopplung zwischen demDruckfeld und denGeschwin-
digkeitskomponenten ist durch das SIMPLE-Verfahren hergestellt. Zum Lo¨sen der
Erhaltungsgleichungen wird der SIP-Solver verwendet (FASTEST 2001).
6.1 Finite Volumen Diskretisierung
Um die Navier-Stokes-Gleichungen mit FASTEST-3D lo¨sen zu ko¨nnen, wird das Ge-
biet mit der Finite Volumen Methode ra¨umlich diskretisiert. Diese Finite Volumen
Diskretisierung wird am Beispiel der allgemeinen Transportgleichung
∂(ρφ)
∂t
+
∂
∂xi
(
ρviφ− α
∂φ
∂xi
)
= fi (6.1)
na¨her erla¨utert. Ziel der Diskretisierung ist es, die Differentialgleichung in eine alge-
braische Gleichung der Form
Aφ = s (6.2)
zu u¨berfu¨hren und zu lo¨sen.
Dafu¨r wird das Rechengebiet in FASTEST-3D in hexaederfo¨rmige Kontrollvolumen
(KV) unterteilt. Ein Kontrollvolumenmit dem Index P besitzt somit sechs benachbarte
Kontrollvolumen. Diese werden mit East (E), West (W), North (N), South (S), Top (T)
und Bottom (B) bezeichnet. Jedes Kontrollvolumen besitzt imMittelpunkt einen Wert
der Stro¨mungsgro¨ßen u, v, w, p, der einen Mittelwert u¨ber das gesamte KV darstellt
(siehe Abbildung 6.1).
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Abbildung 6.1: 3-dimensionale Darstellung eines KV
Im ersten Schritt wird durch Integration der Gleichung 6.1 u¨ber ein KV und mit Hil-
fe des Gaußschen Integralsatzes die allgemeine Transportgleichung in die folgende
Form u¨berfu¨hrt:
∫
V
∂(ρφ)
∂t
dV︸ ︷︷ ︸
Zeitterm
+
∫
S
ρviφnidS︸ ︷︷ ︸
konvektiverF luss
−
∫
S
α
∂φ
∂xi
nidS︸ ︷︷ ︸
diffuserF luss
=
∫
V
fidV︸ ︷︷ ︸
Quellterm
. (6.3)
Hierbei entstehen ein Volumenintegral, das alle u¨ber das Volumen integrierten Quel-
len zusammenfasst, sowie zwei Fla¨chenintegrale, die den konvektiven und den dif-
fusen Fluss u¨ber die Oberfla¨chen der Kontrollvolumen darstellen. Der zeitliche Term
wird in Kapitel 6.2 na¨her beschrieben.
Die Oberfla¨chenintegrale werden durch die Summe der sechs Oberfla¨chenintegrale
der sechs Seiten Sc [c = E,W, S,N, T,B] des Kontrollvolumens beschrieben.
∫
V
∂(ρφ)
∂t
dV +
∑
c
∫
Sc
(
ρviφ− α
∂φ
∂xi
)
ncidSc =
∫
V
fidV (6.4)
Um die konvektiven Flu¨sse u¨ber eine Kontrollvolumenfla¨che Sc zu bestimmen, wird
die folgende Approximation eingefu¨hrt:
FCc =
∫
Sc
(ρviφni)c dS ≈ (ρvini)c δScφc = m˙cφc, (6.5)
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wobei m˙c den Massenfluss u¨ber die entsprechende Kontrollvolumenseite bezeichnet.
Hierfu¨r wird die physikalische Gro¨ße an den Grenzfla¨chen zweier benachbarter Kon-
trollvolumen beno¨tigt. Dies kann mit dem Zentraldifferenzenverfahren aus den Wer-
ten in den Zellmittelpunkten bestimmt werden und soll am Beispiel der Ostseite (E)
na¨her aufgezeigt werden. Die nachfolgenden Herleitungen beziehen sich nur auf or-
thogonale Hexaedergitter.
φe ≈ φEγe + φP (1− γe) , (6.6)
wobei der Interpolationsfaktor γe wie folgt definiert ist
γe =
xe − xP
xE − xP
. (6.7)
Es existieren weitere Verfahren, um die physikalische Gro¨ße φe zu approximieren.
In FASTEST-3D ist noch das Upwind-Verfahren sowie das Flux-Blending Verfahren,
welches eine Kombination beider Verfahren darstellt, implementiert (FASTEST 2001).
An dieser Stelle wird jedoch nicht na¨her auf diese Verfahren eingegangen, da fu¨r LES
Rechnungen ein Verfahren von mindestens 2. Ordnung verwendet werden muss und
diese Anforderung nur durch das Zentraldifferenzenverfahren erfu¨llt wird. Aller-
dings ist hier anzumerken, dass das Zentraldifferenzenverfahren nur bei einem a¨qui-
distanten Gitter einen Fehler 2. Ordnung besitzt, da hier der Fehlerterm 1. Ordnung
verschwindet. Der Fehlerterm 1. Ordnung erho¨ht sich mit dem Gro¨ßenunterschied
zweier benachbarter Kontrollvolumen. Deshalb sollte bei der Gittergenerierung dar-
auf geachtet werden, dass das Expansionsverha¨ltnis zweier benachbarter Zellen in
der Na¨he von Eins liegt.
Bei der Diskretisierung diffuser Flu¨sse muss der Gradient der gesuchten Gro¨ße an
den Kontrollvolumenfla¨chen berechnet werden:
FDc ≈ αnciδSc
(
∂φ
∂xi
)
. (6.8)
Dies kann direkt mit der Zentraldifferenz bestimmt werden und wird hier wieder
exemplarisch an der Ostseite dargestellt:
(
∂φ
∂x
)
e
≈
φE − φP
xE − xP
. (6.9)
Der Quellterm stellt ein Volumenintegral dar, welches ebenfalls mit Hilfe der Mittel-
punktsregel approximiert werden kann. Dabei gilt:∫
V
fdV ≈ fδV. (6.10)
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Der Wert f ist im Mittelpunkt bekannt und δV wird aus den geometrischen Abmes-
sungen des Kontrollvolumens bestimmt. In dem Quellterm befindet sich bei der Im-
pulsgleichung auch die erste Ableitung des Druckes. Hier kann wieder der Gaußsche
Integralsatz angewendet werden und das daraus entstehende Fla¨chenintegral wieder
u¨ber die sechs Kontrollvolumenseiten aufaddiert werden:
∫
V
∂p
∂xi
dV =
∫
S
pnidS =
∑
c
∫
Sc
pnidSc. (6.11)
Der hierfu¨r beno¨tigte Wert im Zentrum der Kontrollvolumenoberfla¨che wird mittels
linearer Interpolation bestimmt
pe = γe1pE + γe2pP , (6.12)
wobei γe1 und γe2 die Interpolationsfaktoren darstellen.
Durch diese Approximationen erha¨lt man nach einigen Umformungen fu¨r jedes Kon-
trollvolumen die allgemeine Transportgleichung in ihrer diskreten Form:
∂ρφP
∂t
δV = −apφP +
∑
c
acφc + sP . (6.13)
Hierbei bezeichnet der Index c die sechs benachbarten Kontrollvolumen, aP und ac
sind die aus der Diskretisierung hervorgegangenen Koeffizienten der unbekannten
Gro¨ße φP , φc in den dazugeho¨rigen Kontrollvolumen P und c. Alle Terme, die nicht
in dem impliziten Teil enthalten sind, werden in demQuellterm sp zusammengefasst.
FASTEST-3D kann, wie bereits erwa¨hnt, auch fu¨r nicht orthogonale Gitter verwen-
det werden. Hierbei wird ein lokales Koordinatensystem fu¨r jedes Kontrollvolumen
eingefu¨hrt. Na¨heres dazu kann dem Handbuch von FASTEST-3D (FASTEST 2001)
entnommen werden.
6.2 Zeitliche Diskretisierung
Die Navier-Stokes-Gleichungen wie auch alle weiteren Transportgleichungen redu-
zieren sich nach der ra¨umlichen Diskretisierung auf ein System von gewo¨hnlichen
Differentialgleichungen in der Zeit. Da die Zeit nur eine bestimmte Richtung be-
sitzt, muss diese gesondert zu der ra¨umlichen Diskretisierung betrachtet werden.
Dazu wird das betrachtete Zeitintervall in Teilintervalle ∆tn (∆tn = tn+1 − tn, n =
0, 1, 2, ...) unterteilt. Zur Vereinfachung der Schreibweise wird ein Variablenwert zum
Zeitpunkt tn mit einem hochgestellten Index n bezeichnet.
Bei der Zeitdiskretisierung wird zwischen expliziten und impliziten Verfahren unter-
schieden. Das einfachste Verfahren stellt dabei das explizite Euler-Verfahren dar. Hier
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wird eine Approximation der Zeitableitung mittels einer Vorwa¨rtsdifferenzenformel
durchgefu¨hrt:
(ρφP δV )
n+1 − (ρφP δV )
n
∆tn
= −anPφ
n
P +
∑
c
ancφ
n
c + S
n
P (6.14)
Approximiert man die Zeitableitung durch eine Ru¨ckwa¨rtsdifferenz erster Ordnung,
erha¨lt man das implizite Euler-Verfahren:
(ρφP δV )
n+1 − (ρφP δV )
n
∆tn
= −an+1P φ
n+1
P +
∑
c
an+1c φ
n+1
c + S
n+1
P (6.15)
Das explizite Euler-Verfahren hat den Nachteil, dass es mehrere Zeitschritte beno¨tigt,
bis sich eine A¨nderung der Randbedingungen auf das innere Stro¨mungsfeld aus-
wirkt. Je feiner das Gitter ist, desto la¨nger beno¨tigt die Ausbreitung der Information.
Aufgrund numerischer Instabilita¨ten ist die Zeitschrittweite beim expliziten Euler-
Verfahren stark begrenzt. Das implizite Euler-Verfahren ist wesentlich recheninten-
siver, besitzt jedoch keine stabilita¨tsbedingte Einschra¨nkung der Zeitschrittweite, so
dass bei diesemVerfahren Rechenzeit durch gro¨ßere Zeitschrittweiten eingespart wer-
den kann.
Das Crank-Nicolson-Verfahren erha¨lt man, indemman eine Zentraldifferenzenappro-
ximation der Zeitableitung zum Zeitpunkt t(n+1)/2 vornimmt:
(ρφP δV )
n+1 − (ρφP δV )
n
∆tn
=
0, 5
[
−an+1P φ
n+1
P +
∑
c
an+1c φ
n+1
c + S
n+1
P
]
+ 0, 5
[
−anPφ
n
P +
∑
c
ancφ
n
c + S
n
P
]
(6.16)
Dieses Verfahren ist numerisch nur geringfu¨gig aufwendiger, als das implizite Eu-
lerverfahren, besitzt jedoch die Genauigkeit zweiter Ordnung. Die ra¨umliche und
zeitliche Diskretisierung fu¨hrt nach einigen Umformungen zu der in Gleichung 6.2
gezeigten diskreten Form.
6.3 Druckkorrekturverfahren
Grundsa¨tzlich existieren fu¨r dreidimensionale Berechnungen vier Gleichungen (die
drei Impulsgleichungen und die Kontinuita¨tsgleichung), um den Druck sowie die
drei Geschwindigkeitskomponenten zu berechnen. Da jedoch bei inkompressiblen
Stro¨mungen der Druck in der Kontinuita¨tsgleichung nicht auftritt, fehlt eine Glei-
chung um den Druck direkt zu berechnen. Eine Mo¨glichkeit, um die Kontinuita¨ts-
gleichung in die Druckberechnung mit einzubeziehen, stellt das Druckkorrekturver-
fahren dar.
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Im Folgenden wird das in FASTEST-3D implementierte SIMPLE-Verfahren (Semi-Im-
plicit Method for Presure-Linked Equations), welches 1972 von Patankar und Spalding
vorgeschlagen wurde, na¨her erla¨utert (FASTEST 2001).
Ausgehend von der diskreten Impulsgleichung werden mit Hilfe eines ”bekannten”
Druckfeldes p∗ aus der vorherigen Iteration bzw. aus der Anfangsbelegung die Ge-
schwindigkeitskomponenten u∗∗i fu¨r den na¨chsten Iterationsschritt nach folgender
Gleichung bestimmt:
apu
∗∗
i,p −
∑
c
acu
∗∗
i,c + δp
∗
i = b (6.17)
Diese Geschwindigkeitskomponenten erfu¨llen nun nicht mehr die Kontinuita¨tsglei-
chung. Es entsteht ein Massendefekt, der wie folgt berechnet werden kann:
∆m =
∑
c
Fc (6.18)
Umdie Flu¨sseFc an denKontrollvolumenseiten zu bestimmen,mu¨ssen die Geschwin-
digkeiten ui,c an diesen Seiten berechnet werden. Dies wird in FASTEST-3D mit der
selektiven Interpolation von Rhie und Chow (Rhie & Chow 1983) durchgefu¨hrt. Mit
dieser Methode ist es mo¨glich, die Geschwindigkeitskomponenten ui,c so zu interpo-
lieren, dass sie nur von den Dru¨cken in den direkt benachbarten Kontrollvolumen-
zentren abha¨ngig sind. Somit werden Oszillationen im Druckfeld vermieden. Na¨her-
es zu dieser Problematik kann Ferziger und Peric (Ferziger & Peric 1996) und Scha¨fer
(Scha¨fer 1999) entnommen werden.
Um den Massendefekt ∆m auszugleichen, mu¨ssen die Geschwindigkeitskomponen-
ten und der Druck korrigiert werden. Es werden folgende Korrekturen eingefu¨hrt:
u∗∗∗i = u
∗∗
i + u
′
i, (6.19)
p∗∗ = p∗ + p′. (6.20)
Setzt man die korrigierten Werte u∗∗∗i und p
∗∗ in die diskreten Impuls- und Konti-
nuita¨tsgleichungen ein und subtrahiert diese von Gleichung 6.17 und 6.18, erha¨lt man
die folgenden Beziehungen:
apu
′
i,p +
∑
c
acu
′
i,c + δp
′
i = 0 (6.21)
∆m∗ =
∑
c
F ′c. (6.22)
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Bei dem SIMPLE-Verfahren wird der Summenterm in Gleichung 6.21 vernachla¨ssigt.
Lo¨st man Gleichung 6.21 nach u′i auf und berechnet mit der selektiven Interpolation
die Geschwindigkeiten in den Kontrollvolumenseiten und setzt diese wiederum in
Gleichung 6.22 ein, entsteht die Druckkorrekturgleichung
aPp
′
P −
∑
c
acp
′
c = ∆m
∗
P , (6.23)
die nur noch die Unbekannte p′ entha¨lt. Die ausfu¨hrliche Herleitung der Koeffizi-
enten und Quellterme kann Ferziger und Peric (Ferziger & Peric 1996) entnommen
werden. Ist die Druckkorrektur p′ bestimmt, ko¨nnen im Anschluss die Geschwindig-
keitskorrekturen u′i mit Gleichung 6.21 ermittelt werden. Mit den Korrekturwerten
ko¨nnen schließlich die gesuchten Werte u∗∗∗i und p
∗∗ berechnet werden. Fu¨r den Fall,
dass nach der Korrektur die Impuls- und die Kontinuita¨tsgleichung na¨herungsweise
erfu¨llt sind, wird der na¨chste Zeitschritt berechnet, ansonsten wird ein weiterer Itera-
tionsschritt des Druckkorrekturverfahrens durchgefu¨hrt. Das Schema der Druckkor-
rektur ist in Abbildung 6.2 dargestellt.
Abbildung 6.2: Prinzip des SIMPLE-Verfahrens
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6.4 Lo¨sungsverfahren
In einem Iterationsschritt des SIMPLE-Verfahrens muss das folgende lineare Glei-
chungssystem gelo¨st werden:
aiPφ
i
P −
∑
c
aicφ
i
c = s
i
P , (6.24)
hierbei gilt i = 1, 2, ..., n, wobei n die Anzahl der Kontrollvolumen ist. In Matrix-
schreibweise kann Gleichung 6.24 durch Gleichung 6.2 dargestellt werden. Dabei
stellt die KoeffizientenmatrixA eine n×n-Matrix dar und wird aus den Koeffizienten
der Gleichung 6.24 konstruiert. Die zu bestimmende physikalische Gro¨ßeφ sowie der
Quellterm s sind n-dimensionale Vektoren.
Um Gleichung 6.24 zu lo¨sen ist in FASTEST-3D der SIP-Solver (strongly implicit pro-
cedure) nach Stone (FASTEST 2001) implementiert. Bei diesem Verfahren wird, ausge-
hend von einer gescha¨tzten Anfangsbelegung solange korrigiert, bis Gleichung 6.24
anna¨hernd gelo¨st ist:
φk → φk+1, k = 0, 1, 2, ... (6.25)
Um die Korrekturwerte zu bestimmen, wird die unvollsta¨ndige LU-Zerlegung ange-
wandt. Hierbei wird A in eine untere und obere Dreiecksmatrix aufgespalten. Das
Produkt dieser beiden Dreiecksmatrizen soll mo¨glichst exakt die Koeffizientenmatrix
A darstellen.
A ≈ LU (6.26)
Als Basis fu¨r die Bestimmung der Korrekturwerte wird die folgende Gleichung ein-
gefu¨hrt:
LUφk+1 − LUφk = s−Aφk, (6.27)
wobei die rechte Seite den Residuenvektor rk darstellt.
Durch das Lo¨sen des Gleichungssystems
LU∆φk = rk (6.28)
ko¨nnen die Korrekturen∆φk bestimmt werden, um den gesuchten Wert φk+1 = φk +
∆φk fu¨r den na¨chsten Zeitschritt zu bestimmen. Die Iteration wird solange durch-
gefu¨hrt, bis die Summe der Betra¨ge der Elemente des Residuenvektors unter einen
vordefiniertenWert sinkt. Na¨heres zur Erstellung der Dreiecksmatrizen und dem SIP-
Solver kann der Literatur entnommen werden [z.B. (Scha¨fer 1999)].
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7 Level Set Methode
7.1 Theoretische Grundlagen
Ein Verfahren, um die Evolution einer geschlossenen Fla¨che im dreidimensionalen
Raum zu beschreiben, stellt die Level SetMethode dar (Osher & Fedkiw 2003, Sethian
1999). Der Kern dieser Methode liegt in der impliziten Beschreibung der zu unter-
suchenden Evolutionsfla¨che. Man definiert die Level Set Funktion G(x(t), t) als eine
skalare Feldvariable, die auf einer Seite der Fla¨che positive (G > 0) und auf der ande-
ren Seite negative Werte (G < 0) annimmt. Die zu verfolgende Fla¨che wird u¨ber die
Nullstellenmenge der Level Set Funktion (G = 0) beschrieben. Die Werte der Level
Set Funktion auf der Grenzfla¨che bleiben konstant G(x(t), t) = 0 und somit gilt dort
dG(x(t), t)/dt = 0. Die letzte Bedingung fu¨hrt zur Level-Set-Gleichung:
∂G(x(t), t)
∂t
+∇G(x(t), t) ·
∂x(t)
∂t
= 0, (7.1)
wobei x(t)1 die Ortskoordinate in Abha¨ngigkeit der Zeit t darstellt. Da ∇G(x(t), t)
senkrecht auf der Oberfla¨che steht, ist lediglich der Normalenanteil fu¨r die Ober-
fla¨chenpropagation relevant. Somit gilt fu¨r die Ausbreitungsgeschwindigkeit FExt der
Grenzfla¨che:
FExt =
∂x(t)
∂t
· n. (7.2)
Der normierte Normalenvektor ist durch n = −∇G/|∇G| gegeben. Aus der letzten
Gleichung und der Gleichung (7.1) la¨sst sich eine generische Level Set Gleichung her-
leiten (Osher & Sethian 1988):
Gt − FExt|∇G| = 0, (7.3)
wobei FExt vom Anwendungsfall abha¨ngt. Damit hat die Level Set Gleichung nur
einen einzigen Parameter, der modelliert werden muss: die lokale Ausbreitungsge-
schwindigkeit FExt. Aus der Herleitung der Level Set Gleichung ist offensichtlich,
dass Fext nur auf der evolutionierenden Fla¨che definiert ist. Außerhalb der Fla¨che
(G 6= 0) ist die Level Set Funktion physikalisch bedeutungslos. Aus numerischen
1x = (x1, x2, x3), wobei x1 ≡ x, x2 ≡ y, x3 ≡ z entspricht.
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Gru¨nden benutztman außerhalb der Fla¨chemeist eine vorzeichenbehaftete Abstands-
funktion, d.h. man hat die Eikonale Gleichung zu lo¨sen:
|∇G| = 1. (7.4)
Das Lo¨sen der Eikonalen Gleichung 7.4 wird als Reinitialisierung bezeichnet und
wird lediglich aus Gru¨nden der numerischen Stabilita¨t eingesetzt (Sethian 1999).
Die implizite Fla¨chenbeschreibung mittels der Level Set Methode besitzt im Vergleich
zu anderen Methoden viele Vorteile. So liegt zum Beispiel die Grenzfla¨che immer als
scharfe Grenze vor und wird nicht wie bei der Volume of Fluid Methode u¨ber mehre-
re Gitterzellen ”verschmiert”. Ein numerisches Problem der Level Set Methode stellt
jedoch die Erhaltung der Masse dar. Durch den Transport der Nullkontur gema¨ß
der Fortbewegungsgeschwindigkeit wird im Allgemeinen die Abstandseigenschaft
zersto¨rt. Der Reinitialisierungsprozess stellt die Abstandseigenschaft wieder her. Sie
verursacht jedoch eine ku¨nstliche Verschiebung der Nullkontur. Dadurch wird Mas-
se unphysikalisch von der einen Fluidphase in die andere Fluidphase transportiert
(Bu¨rger 2008).
Die Numerik der Level Set Methode ist fu¨r Standardfa¨lle mit kartesischen Gittern
ein etabliertes Verfahren. Ein U¨berblick u¨ber die zahlreichen numerischen Methoden
geben Sethian (Sethian 1999) und Osher (Osher & Fedkiw 2003).
7.2 Numerische Implementierung
7.2.1 Extension-Velocity-Methode
Die Extension-Velocity-Methode ist eine effektive Methode nach Adalsteinsson und
Sethian (Sethian 1999), bei der die Level Set Gleichung und die Eikonale Gleichung
kombiniert werden. Mit dieser Methode ist es mo¨glich, dass ein berechnetes G-Feld
jederzeit die vorzeichenbehaftete Distanz zur G = 0 - Fla¨che angibt. Hierzu wer-
den zuerst die Ausbreitungsgeschwindigkeiten (Extension Velocities, FExt) direkt an
der Sedimentfla¨che bestimmt und danach mit Hilfe der Fast-Marching Methode die
Extension Velocities auf den u¨brigen Gitterpunkten berechnet. Sind die Extension Ve-
locities im gesamten Gebiet bekannt, kann anschließend mittels einer Zeitintegration
das neue G-Feld bestimmt werden. Der Algorithmus soll nun im Folgenden na¨her
erla¨utert werden.
• A¨nderung des G-Feldes auf der Sedimentoberfla¨che
Um die zeitliche Entwicklung der Sedimentoberfla¨che zu bestimmen, muss die Le-
vel Set Gleichung gema¨ß ihres Definitionsbereichs entlang der Grenzfla¨che berechnet
werden. Dafu¨r mu¨ssen zuna¨chst eine diskrete Menge an Gitterpunkten identifiziert
werden, die na¨herungsweise der G = 0 - Fla¨che entsprechen. Dies wird mit Hilfe der
Signum Funktion
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sign(G) =

1 fu¨r G > 0
0 fu¨r G = 0
−1 fu¨r G < 0
(7.5)
durchgefu¨hrt. Dadurch entstehen Paare von benachbarten Gitterpunkten mit unter-
schiedlichen Vorzeichen, die eine Teilmenge von ”KnownValues” darstellen. DieHa¨lf-
te dieser Punkte geho¨rt zu dem Sedimentbereich (KGS) und die andere Ha¨lfte befindet
sich im Stro¨mungsgebiet (Fluidgebiet) (KGF ).
KG =
P (i;j;k) ∈ G
∣∣∣∣∣∣
sign(G(i;j;k)) 6= sign(G(i±1;j;k)) oder
sign(G(i;j;k) 6= (G(i;j±1;k)) oder
sign(G(i;j;k) 6= sign(G(i;j;k±1))
(7.6)
KGF =
{
P (i;j;k) ∈ KG|sign(G
(i;j;k)) = 1
}
;
KGS =
{
P (i;j;k) ∈ KG|sign(G
(i;j;k)) 6= 1
} (7.7)
Fa¨llt man jeweils ein Lot von diesen K Punkten auf die G = 0 - Fla¨che, kann jedem
K-Punkt ein Punkt PS direkt auf der Sedimentoberfla¨che zugeordnet werden (sie-
he Abbildung 7.1). An diesem Punkt wird dann FExt bestimmt. Betrachtet man den
zur Sedimentoberfla¨che na¨chsten Punkt K, stellt man fest, dass der Punkt auf der
Sedimentoberfla¨che PS genau in dessen Richtung wandert, da sich die Sedimento-
berfla¨che in Normalenrichtung bewegt. Da die Eigenschaft der vorzeichenbehafteten
Distanz erfu¨llt werden muss, muss sich der Punkt K mit derselben Geschwindigkeit
bewegen. Somit kann die Ausbreitungsgeschwindigkeit FExt(PS) auch fu¨r die sohlen-
nahen Punkte verwendet werden und es gilt FExt(PS) = FExt(K).
Abbildung 7.1: Skizze zur Berechnung von FExt
Die Bewegung der Oberfla¨che, wird wie bereits erwa¨hnt, bei der Level Set Methode
mit Hilfe einer fla¨chennormalen Geschwindigkeit FExt berechnet. Diese Geschwin-
digkeit ha¨ngt von den jeweiligen physikalischen Effekten ab. Im vorliegenden Fall
wird die Geschwindigkeit FExt maßgeblich von der Physik des Sedimenttransportes
bestimmt. Im Speziellen ist dies ein Mechanismus zum Abtrag und zur Ablagerung
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von Sediment, der vor allem von der Wandschubspannung definiert ist. Da die Level
Set Gleichung direkt den Abstand zur Sedimentoberfla¨che angibt, kann τw mit
τw(K) =
u‖
G(K)
(7.8)
berechnet werden, wobei u‖ die Geschwindigkeitskomponente parallel zur Sediment-
oberfla¨che darstellt.
Fu¨r die Riffelwanderung kann mit Hilfe dieser Gro¨ße die Erosionsrate ermittelt wer-
den. Diese kann mit den in Kapitel 2 dargestellten Ansa¨tzen von van Rijn, Einstein
und Yalin berechnet werden. Es gilt:
E = Partikelaufnahmerate fu¨r τw > τc, (7.9)
E = 0 fu¨r τw < τc, (7.10)
wobei τw die Wandschubspannung und τc die kritische Wandschubspannung fu¨r die
Erosion beschreibt. Die Sedimentationsrate S wird folgendermaßen bestimmt:
S = ws (e2 · n) c0, (7.11)
wobei c0 die Konzentration im wandna¨chsten Gitterpunkt und e2 den Richtungsein-
heitsvektor der Sinkgeschwindigkeit darstellen. Die Gro¨ßen S und E/ρs beschreiben
somit die Erosions- und Sedimentationsgeschwindigkeit in Normalenrichtung zur
Sedimentoberfla¨che. Fu¨r die daraus resultierende Ausbreitungsgeschwindigkeit FExt
am Punkt K gilt:
FExt(K) = S(K)− E(K)/ρs. (7.12)
• A¨nderung des G-Feldes abseits der Sedimentoberfla¨che
Um FExt in den Zellen abseits der Sedimentoberfla¨che zu bestimmen, muss zuna¨chst
mit Hilfe der Fast Marching Methode ein Gtemp-Feld erstellt werden, bei dem die Ei-
konale Gleichung erfu¨llt ist. Das Gtemp-Feld hat die gleiche Lage des 0-Levels wie das
aktuelle G-Feld beim Zeitschritt n. Gleichzeitig wird die Gleichung
∇Gtemp · ∇FExt = 0 (7.13)
gelo¨st. Um Gleichung 7.13 zu lo¨sen, wird eine nicht oszillierende Diskretisierung
(ENO-Diskretisierung vorgeschlagen in (Osher & Fedkiw 2003)) gewa¨hlt. Dabei wird
ein Upwind-Verfahren mit wechselnden Stu¨tzstellen benutzt. Bei diesem Verfahren
werden nur Werte, die bereits berechnet und als ”accepted” deklariert wurden, ver-
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wendet. Dementsprechend werden die Gradienten ∂G/∂xi und ∂FExt/∂xi wie folgt
berechnet:
∂ψ
∂x1
=

1
2∆x1
(
3ψi,j,k − 4ψi−1,j,k + ψi−2,j,k
)
fu¨r

Gi−1,j,k ≤ Gi+1,j,k∧
P i−1,j,k ∈ KG∧
P i−2,j,k ∈ KG
1
∆x1
(
ψi,j,k − ψi−1,j,k
)
fu¨r

Gi−1,j,k ≤ Gi+1,j,k∧
P i−1,j,k ∈ KG∧
P i−2,j,k /∈ KG
1
2∆x1
(
3ψi,j,k − 4ψi+1,j,k + ψi+2,j,k
)
fu¨r

Gi−1,j,k ≥ Gi+1,j,k∧
P i+1,j,k ∈ KG∧
P i+2,j,k ∈ KG
1
∆x1
(
ψi,j,k − ψi+1,j,k
)
fu¨r

Gi−1,j,k ≥ Gi+1,j,k∧
P i+1,j,k ∈ KG∧
P i+2,j,k /∈ KG
0 sonst
(7.14)
Analog dazu werden die Diskretisierungen in die x2- und x3- Richtung durchgefu¨hrt.
Nachdem im gesamten Feld FExt berechnet wurde, kann dasG-Feld fu¨r den na¨chsten
Zeitschritt mit folgender Gleichung berechnet werden:
Gn+1 = Gn + FExt ·∆t. (7.15)
7.2.2 Fast Marching Methode
Da, wie bereits erwa¨hnt, die Level Set Methode nur eine Lo¨sung direkt an der Sedi-
mentoberfla¨che darstellt, mu¨ssen die Werte in den Kontrollvolumina außerhalb der
Grenzfla¨che u¨ber das Lo¨sen der Eikonalen Gleichung (siehe Gleichung 7.4) erfolgen.
Dies kann mit Hilfe der Fast Marching Methode sehr effizient gelo¨st werden. Die Fast
Marching Methode stellt ein Algorithmus dar, der die Eikonale Gleichung ohne Ite-
rationen lo¨st. Die zentrale Idee besteht darin, die Lo¨sung von G nur mit der Zuhilfe-
nahme von ”upwind”-Werten systematisch zu konstruieren. Dies bedeutet, dass die
Informationen nur in eine Richtung verlaufen und zwar von den betragsma¨ßig nied-
rigen G-Werten zu den ho¨heren G-Werten. Die Berechung der G-Werte beginnt somit
an der Grenzfla¨che und entwickelt sich von dieser ”downwind”. Die Bestimmung der
G-Werte erfolgt demensprechend getrennt fu¨r den positiven und negativen Bereich.
Als Diskretisierung von |∇G| ergibt sich:
 max(D−xijkG−D+xijkG, 0)2+max(D−yijkG−D+yijkG, 0)2
+max(D−zijkG−D
+z
ijkG, 0)
2
1/2 = 1 (7.16)
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mit
D+xijkG ≡
G(x+∆x,t)−G(x,t)
∆x
D−xijkG ≡
G(x,t)−G(x−∆x,t)
∆x
(7.17)
Bei der Fast Marching Methode wird als erstes das positive bzw. negative Gebiet in
drei verschiedene Teilgebiete eingeteilt (siehe Abbildung 7.2). Punkte, die direkt an
der Sedimentoberfla¨che liegen, werden als KNOWN gekennzeichnet. Punkte die in
x-, y- und z-Richtung direkt an diese Punkte grenzen, werden als TRIAL-Punkte de-
klariert. Die Summe der TRIAL-Punkte bilden das sogenannte NARROW-Band. Alle
anderen Punkte werden als FAR bezeichnet.
Abbildung 7.2: Schemata der Deklarierung der Kontrollvolumen in KNOWN, TRIAL
und FAR Punkte
Nun wird fu¨r jeden der TRIAL-Punkte die Gleichung 7.17 gelo¨st. Zum Lo¨sen dieser
Gleichung werden nur Werte, die bereits mit KNOWN gekennzeichnet sind, verwen-
det. Der TRIAL-Punkt, der den kleinstenWert entha¨lt wird als KNOWNgekennzeich-
net. Alle an den neuen KNOWN-Punkt angrenzenden FAR-Punkte werden in TRIAL-
Punkte umbenannt. Nun wird wieder von vorne begonnen und die Gleichung 7.17
wird erneut fu¨r alle TRIAL-Punkte gelo¨st. Dieser Algorithmus wird solange durch-
gefu¨hrt, bis alle Kontrollvoluminawerte mit KNOWN gekennzeichnet sind.
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Heapsort Verfahren
Die Effektivita¨t der Fast Marching Methode ist stark abha¨ngig vom Auffinden des
kleinsten Wertes im Narrow Band. Hierfu¨r eignet sich das sehr effiziente Heapsort
Verfahren. Bei dem Heapsort Verfahren handelt es sich um ein selektives Sortieren.
Das Sortierverfahren hat eine Zeitkomplexita¨t von (n · log(n)) (Williams 1964). Eine
untere Schranke fu¨r die Zeitkomplexita¨t von Sortierverfahren ist (n · log(n)). Heap-
sort ist daher optimal, d.h. es gibt kein asymptotisch schnelleres Sortierverfahren. Bei
diesem Verfahren werden zuna¨chst alle n Werte (G[1] − G[n]) unsortiert als Knoten
eines bina¨ren Baumes abgelegt. Der Knoten an der Spitze des Baumes wird Wurzel
genannt. Dieser liegt in der ersten Ebene. Einen Knoten (k-te Ebene) und seine zwei
anha¨ngenden Knoten eine Ebene ho¨her ((k + 1)-te Ebene) nennt man subheap. Dabei
heißt der Knoten in der k-ten Ebene Eltern (G[i]) und seine zwei Knoten in der (k+1)-
ten Ebene Kinder (G[2i] und G[2i + 1]). Insgesamt gibt es s Ebenen (s = (log2n) + 1).
Mo¨chte man den ”Haufen” (engl. Heap) unsortierter Werte nach dem kleinsten Wert
sortieren, gilt als Heapbedingung fu¨r den gesamten Baum
G[i] ≤ G[2i] und G[i] ≤ G[2i+ 1] (7.18)
mit der Bedingung, dass 2i bzw. 2i+ 1 gilt.
Es gibt verschiedene Sortierungsmo¨glichkeiten zur Erfu¨llung der Heapbedingung.
Das Verfahren stellt sicher, dass am Ende der Prozedur der niedrigste Wert in der
Wurzel abgelegt ist.
Abbildung 7.3: Prinzip des Heapsort Verfahrens
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8 Testfa¨lle und ihre Ergebnisse
Ziel dieser Arbeit ist die numerische Beschreibung der Riffelbewegung mit Hilfe der
Level Set Methode. Die Riffelbewegung wird, wie bereits in Kapitel 3 na¨her erla¨utert,
durch den Abtrag und die Anlagerung von Partikeln verursacht, die wiederum durch
die lokale Wandschubspannung und die Konzentrationsverteilung des Sediments in
Suspension gesteuert wird. Die Grenzfla¨che zwischen Wasser und Sediment sowie
der Einfluss der Grenzfla¨che auf die Stro¨mung werden mittels geeigneter Verfahren
abgebildet (siehe Kapitel 7). Die Kopplung dieser Prozesse ist fu¨r die Berechnung der
Riffelbewegung von maßgeblicher Bedeutung.
Die Grenzfla¨che zwischen Wasser und Sediment wird mit Hilfe der Level Set Glei-
chung (Skalar G) beschrieben. Die Isofla¨che G = 0 charakterisiert die Grenzfla¨che
Wasser-Sediment. Der obere Bereich stellt die Wasserphase dar und der Bereich un-
terhalb der Phasengrenze ist physikalisch durch das Sediment gekennzeichnet. Dies
wird u¨ber den G-Wert bestimmt. Alle Kontrollvolumen mit einem positiven G-Wert
geho¨ren zum Fluid und alle Kontrollvolumen mit einem negativem G-Wert geho¨ren
zur Sedimentphase.
Die Modellierung der Sedimentphase unterhalb der Grenzfla¨che besitzt in diesem
Fall keine physikalische Bedeutung, sondern nur numerische Aspekte. Bei der Be-
rechnung in FASTEST-3D muss dieser ”Phantombereich” ebenfalls als Fluid model-
liert werden. Da die Grenzfla¨che mit Hilfe der Level Set Methode beschrieben wird,
mu¨ssen zusa¨tzliche Randbedingungen an der Grenzfla¨che implementiert werden, um
den Einfluss der Sedimentphase auf den Stro¨mungsbereich abzubilden. Bei den durch-
gefu¨hrten Testrechnungen werden die Randbedingungen fu¨r feste Wa¨nde implemen-
tiert. Dies bedeutet, dass kein Fluss durch die Begrenzungsfla¨che stattfindet und die
Geschwindigkeit an der Grenzfla¨che gleich Null ist (Haftrandbedingung). Die Dar-
stellung der Sedimentoberfla¨che mit Hilfe der Level Set Methode hat den Vorteil,
dass trotz der komplexen Geometrie der Grenzoberfla¨che mit sehr schnellen effekti-
ven Codes gearbeitet werden kann, die nur mit kartesischen Gittern rechnen ko¨nnen.
Das Stro¨mungsgebiet wird folglich mit einem kartesischen Gitter gerechnet und die
Sedimentoberfla¨che wird explizit mit der Level Set Methode beschrieben.
Bei der Konzentrationsgleichung findet ein Fluss u¨ber die Grenzfla¨che statt. Hierbei
muss unterschieden werden, ob die Wandschubspannung an diesem Ort ober- oder
unterhalb der kritischen Wandschubspannung liegt. Bei Unterschreitung der kriti-
schenWandschubspannungwird nur sedimentiert, bei U¨berschreitung findet Erosion
und Sedimentation statt. Die Berechnung derWandschubspannung erfolgt nach Glei-
chung 8.1
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τw =
ν · u||
∆y
. (8.1)
Fu¨r die Testfa¨lle werden die Stro¨mungsfelder und die Konzentrationsfelder berech-
net. Daraus ko¨nnen die Erosionen und Sedimentationen ermittelt werden. Mit Hilfe
der Erosionsrate und Sedimentationsrate wird schließlich die neue Riffelgeometrie
berechnet. Im na¨chsten Zeitschritt muss aufgrund der vera¨nderten Geometrie und
der Erosions- und Sedimentationsrate ein neues Stro¨mungs- und Konzentrationsfeld
bestimmt werden. Das Schema der Kopplung der verschiedenen Prozesse kann Ab-
bildung 8.1 entnommen werden.
Abbildung 8.1: Schema der implementierten Methodik
Die besondere Schwierigkeit liegt darin, dass die Phasengrenze inha¨rent instabil ist,
sich aber nach Ausbildung der Riffelstruktur ein metastabiler Zustand einstellt. Die
Riffel fu¨hren eine Translationsbewegung in Stro¨mungsrichtung aus. Diese Wellenbe-
wegung liegt nach Brooks (Ku¨hlborn 1993) bei sehr feinem Sand etwa um den Faktor
5000 unterhalb der Stro¨mungsgeschwindigkeit.
Im ersten Arbeitsschritt wird die LES mit einer ”eingefrorenen” Grenzfla¨che durch-
gefu¨hrt. Die bei der Berechnung gewonnenen Ergebnisse werden mit einer Referenz-
rechnung verglichen. Danach wird das Stro¨mungsfeld u¨ber einer Riffelstruktur be-
schrieben. Nach Implementierung der Konzentrationsgleichung erfolgt die Berech-
nung und Analyse des Transports in Suspension. Mit Hilfe der Konzentrationsglei-
chung kann die Sedimentationsrate berechnet werden. Nach Kopplung der einzelnen
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Komponenten wird die zeitliche Vera¨nderung der Riffelgeometrie untersucht. Ab-
schließend erfolgt die Analyse der Entstehung einer Riffelgeometrie.
Als Testfallgeometrie wird ein Gebiet zwischen zwei unendlich ausgedehnten Platten
betrachtet, welches mit Hilfe eines orthogonalen Gitters diskretisiert wird (siehe Abb.
8.2).
Abbildung 8.2: Skizzierung der Geometrie der Testfa¨lle
Die Sedimentoberfla¨che wird mit Hilfe der Level Set Methode beschrieben, dies be-
deutet, dass sie implizit u¨ber eine skalare Feldvariable G, der Level Set Funktion,
definiert wird.
Als Randbedingung wird an beiden Platten die Haftbedingung verwendet. In x- und
z-Richtung werden periodische Randbedingungen verwendet, um die unendliche
Ausdehnung zu modellieren. Um die Stro¨mung anzutreiben, wird ein Druckgradient
in Hauptstro¨mungsrichtung verwendet, der jeden Zeitschritt u¨ber den Massenfluss
mit einem einfachen diskreten Regler nach folgender Gleichung
∂p
∂xi
n+1
=
∂p
∂xi
n
−
ρ
∆t
(u0b + u
n
b − 2u
n+1
b ) (8.2)
korrigiert wird (Breuer 2001). Hierbei beschreibt ub die mittlere Stro¨mungsgeschwin-
digkeit und u0b den gewu¨nschten Zielwert, der sich einstellen soll.
Die Zeitschrittweite muss ausreichend klein sein, damit die CFL-Zahl < 1 ist. Die
CFL-Zahl definiert das Verha¨ltnis zwischen demWeg, den ein Fluidteilchen zuru¨ck-
legt und der La¨nge der durchstro¨mten Zelle. Damit die Turbulenz vollsta¨ndig auf-
gelo¨st wird, darf das Fluidteilchen nicht durch eine oder mehrere Zellen stro¨men.
Eine gro¨ßere Zeitschrittweite entspra¨che einer zeitlichen Filterung.
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8.1 Vergleich Referenzrechnung - Level Set Methode
Umdie Ergebnisse der Modellierungmit der Level Set Methode bewerten zu ko¨nnen,
wird eine Referenzrechnung durchgefu¨hrt. Dafu¨r wird eine imWandbereich hochauf-
gelo¨ste LES mit einem gekru¨mmten, randangepassten Gitter verwendet. Bei der Re-
ferenzrechnung handelt es sich um eine Stro¨mung zwischen zwei Platten, wobei die
untere Platte eine Sinuswellenform besitzt. Diese Ergebnisse werden anschließend
mit den Ergebnissen der Level Set Rechnungen verglichen.
8.1.1 Beschreibung der Referenzrechnung
Als feste Sohlform wird eine zweidimensionale Sinuswelle gewa¨hlt. Die Stro¨mungs-
bedingungen und die Form der Sinuswelle orientieren sich an den Versuchen von
Zedler und Street (Zedler & Street 2001). Die Sinuswelle wird u¨ber die Funktion
f(x) = Asin
(
2πx
λ
)
(8.3)
definiert, wobei A = 1, 5 cm die und λ = 15 cm die Wellenla¨nge darstellen. Die
Stro¨mung besitzt eine Reynoldszahl von Re = 6000, die sich auf die halbe Kanalho¨he
bezieht. Das Rechengebiet hat die Ausmaße von 30 cm in x-Richtung und von 15 cm
in z-Richtung. Die beiden Platten besitzen einen mittleren Abstand von 6 cm (siehe
Abbildung 8.3).
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Abbildung 8.3: Geometrie der Referenzrechnung
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An beiden Platten gilt die Haftbedingung und in den zwei anderen Raumrichtun-
gen werden periodische Randbedingungen angewandt. Die Stro¨mung wird durch
einen Druckgradienten angetrieben, der analog zur Level Set Rechnung korrigiert
wird. Hintergrund ist, dass die Reibungsverluste aus der Phasengrenze im Rahmen
der Periodizita¨tsannahme ausgeglichen werden mu¨ssen.
Dieser Stro¨mungsfall ist in z-Richtung homogen. Somit sind alle statistischen Gro¨ßen
der Turbulenz in z-Richtung gleich.
Um den Einfluss der Gitterauflo¨sung zu untersuchen, werden die Rechnungen mit
drei verschiedenenAuflo¨sungen durchgefu¨hrt. Die Gitter besitzen in x-, y-, z-Richtung
• Rechnung 1: 120 ∗ 60 ∗ 60 in y-Richtung a¨quidistant
• Rechnung 2: 120 ∗ 60 ∗ 60 in y-Richtung logarithmisch verfeinert
• Rechnung 3: 120 ∗ 120 ∗ 60 in y-Richtung logarithmisch verfeinert
Kontrollvolumina.
In Hauptstro¨mungsrichtung sowie in z-Richtung sind die Zellen a¨quidistant. Fu¨r die
Rechnungen 2 und 3 werden die Zellen in Wandrichtung logarithmisch verfeinert.
Bei Rechnung 1 sind die Zellen in y-Richtung ebenfalls a¨quidistant. Es wird bei al-
len drei Testfa¨llen das Germano-Modell verwendet, wobei die Germanokonstante in
z-Richtung gemittelt wird. Als Testfilter wird der Top-hat Filter mit dem Verha¨ltnis
Testfilter zu Gitterfilterweite ∆˜/∆ = 2 gewa¨hlt. Die Filterweite wird mit Gleichung
5.14 berechnet.
8.1.2 Ergebnisse der Referenzrechnung
Die LES-Rechnungen werden, wie bereits erwa¨hnt, mit drei verschiedenen Auflo¨sun-
gen durchgefu¨hrt. Anhand Abbildung 8.4 1 ist zu erkennen, dass bei Rechnung 1 in
Teilgebieten mit hohen Stro¨mungsgeschwindigkeiten, z.B. kurz vor der Krone ein di-
mensionsloser Wandabstand von bis zu y+ ≈ 10 bei der ersten Gitterzelle auftreten
kann. Bei Rechnung 2 liegt dieser Wert bei y+ ≈ 3 und fu¨r Rechnung 3 liegt dieser
Wert bei y+ ≈ 1.
1Bei der Abbildung physikalischer Gro¨ßen entlang der x-Achse wird die Geometrie der Sohle zur
besseren Orientierung mit abgebildet
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Abbildung 8.4: Dimensionsloser Wandabstand der wandna¨chsten Gitterzelle
Vergleichtman nun die Geschwindigkeitsprofile an vier verschiedenen x-Koordinaten
(siehe Abbildungen 8.5 bis 8.8 links oben), werden die Unterschiede aufgrund der
verschiedenen Gitterauflo¨sungen sichtbar. Die mittleren Geschwindigkeitsprofile der
Rechnungen 2 und 3 zeigen nur geringe Differenzen. Die Unterschiede der Profile aus
Rechnung 1 zu den Profilen aus Rechnung 2 und 3 sind auf die gro¨bere Auflo¨sung im
Wandbereich zuru¨ckzufu¨hren.
Die turbulenten Statistiken zweiter Ordnung zeigen gro¨ßere Differenzen zwischen
den Rechnungen als die mittleren Geschwindigkeitsprofile auf. In den Abbildungen
8.5 bis 8.8 sind die in Hauptstro¨mungsrichtung gemittelten Reynoldsspannungen u′u′
oben rechts in wandnormaler Richtung v′v′ links unten, sowie die Reynoldsspann-
nungen u′v′ rechts unten abgebildet.
Vergleich Referenzrechnung - Level Set Methode 63
y[m]
 0.035
 0.04
 0.045
 0.05
 0.055
 0.06
 0.065
 0.07
 0.075
 0.08
 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25  0.3  0.35
1
2
3
U [m/s]
y[m]
 0.035
 0.04
 0.045
 0.05
 0.055
 0.06
 0.065
 0.07
 0.075
 0.08
 0  0.001  0.002  0.003  0.004  0.005  0.006
1
2
3
u′u′[m2/s2]
y[m]
 0.035
 0.04
 0.045
 0.05
 0.055
 0.06
 0.065
 0.07
 0.075
 0.08
 0  0.0005  0.001  0.0015  0.002  0.0025  0.003
1
2
3
v′v′[m2/s2]
y[m]
 0.035
 0.04
 0.045
 0.05
 0.055
 0.06
 0.065
 0.07
 0.075
 0.08
-0.0015 -0.001 -0.0005  0  0.0005
1
2
3
u′v′[m2/s2]
Abbildung 8.5: Mittlere Geschwindigkeiten und turbulente Statistiken an der
Position x = 0, 0375m
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Abbildung 8.6: Mittlere Geschwindigkeiten und turbulente Statistiken an der
Position x = 0, 075m
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Abbildung 8.7: Mittlere Geschwindigkeiten und turbulente Statistiken an der
Position x = 0, 1125m
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Abbildung 8.8: Mittlere Geschwindigkeiten und turbulente Statistiken an der
Position x = 0, 15m
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Abbildung 8.9: Wandschubspannung entlang des Kanals
Vergleicht man die Wandschubspannungen in Abbildung 8.9 entlang des Kanals, ist
zu erkennen, dass die Ergebnisse von Rechnung 2 und Rechnung 3 keine nennens-
werten Unterschiede aufweisen, da bei beiden Rechnungen der erste Gitterpunkt
in der viskosen Unterschicht liegt. Vergleicht man die Ergebnisse jedoch mit Rech-
nung 1, wird deutlich, dass Rechnungen, in denen der erste Gitterpunkt nicht in der
viskosen Unterschicht liegt, zu schlechten Ergebnissen der Wandschubspannungen
fu¨hren und ein Wandmodell eingesetzt werden muss. Denn wird der wandnahe Be-
reich nicht ausreichend fein aufgelo¨st, wird die Produktion turbulenter kinetischer
Energie, die zum großen Teil in diesemwandnahen Bereich stattfindet, zu gering vor-
hergesagt und die Wandreibung unterscha¨tzt. Es ist zu erkennen, dass bei der grob
aufgelo¨sten LES die Rezirkulationszone wesentlich ku¨rzer ist, da der Ablo¨sepunkt
sich weiter stromabwa¨rts befindet. Die turbulenten Fluktuationen weisen im Inneren
des Gebietes deutlich ho¨here Werte auf.
8.1.3 Beschreibung der Testfallgeometrie - Level Set Methode
In x-Richtung besitzt das Rechengebiet eine Ausdehnung von 30 cm und in z-Richtung
von 15 cm. Der Abstand der beiden Platten betra¨gt 8 cm. Die zwei Stro¨mungsgebiete
werden bei y = 2 cm durch eine zweidimensionale Sinuswelle getrennt. Die Sinuswel-
le wird ebenfalls u¨ber Funktion 8.3 beschrieben und weist, identisch zum Referenz-
fall, eine Amplitude von 1, 5 cm und eine Wellenla¨nge von 15 cm auf. Die Stro¨mung
besitzt, wie die Referenzrechnung, eine Reynoldszahl von 6000, die ebenfalls auf die
halbe Kanalho¨he bezogen ist.
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Anhand der Referenzrechnung konnte besta¨tigt werden, dass ein fein aufgelo¨stes Git-
ter no¨tig ist, um gute Ergebnisse zu erzielen. Diesen Ergebnissen entsprechend wurde
fu¨r die Berechnung mit der Level Set Methode ein Gitter gewa¨hlt, das im Bereich der
G = 0 - Isofla¨che verfeinert wird. Da sich die Oberfla¨che zeitlich a¨ndert undmit einem
blockstrukturierten Gitter gerechnet wird, ist es nicht mo¨glich, gezielt den Wandbe-
reich logarithmisch zu verfeinern. Im vorliegenden Testfall ist das Gebiet, in dem die
Riffel wandern bekannt. Dieser Bereich wird daher feiner diskretisiert. Abbildung
8.10 zeigt das fu¨r die Berechnung mit der Level Set Methode verwendete Gitter.
Das Gitter besitzt eine Auflo¨sung von 120 ∗ 200 ∗ 30 Gitterzellen in x-, y- und z-
Richtung. Dies ergibt eine Gesamtanzahl von 720000 Gitterzellen.
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Abbildung 8.10: Darstellung der Sinuswelle und der Gitterverfeinerung in der Regi-
on bei G = 0
8.1.4 Ergebnisse der Testfallgeometrie - Level Set Methode
Abbildung 8.11 kann entnommenwerden, dassmit dem in Abbildung 8.10 dargestell-
ten Gitter u¨ber der Luvseite des Riffels, im Bereich der gro¨ßten Stro¨mungsgeschwin-
digkeiten, der erste Gitterpunkt bei y+ < 5 liegt. Somit liegt dieser Punkt gerade noch
in der viskosen Unterschicht.
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Abbildung 8.11: Dimensionsloser Wandabstand der wandna¨chsten Gitterzelle
Betrachtet man die Geschwindigkeitsprofile und die turbulenten Statistiken an ver-
schiedenen Koordinaten entlang der x-Achse (siehe Abbildungen 8.12 bis 8.15), wer-
den Diskrepanzen sichtbar. Wie schon bei den Referenzrechnungen beobachtet wur-
de, ist der Einfluss der Auflo¨sung auf die turbulenten Statistiken gro¨ßer als auf die
Geschwindigkeitsprofile. Dabei ist zu erkennen, dass die turbulenten Fluktuationen
der Referenzrechnung in wandnormaler Richtung ho¨here Werte besitzen als bei der
Level Set Methode. Die turbulenten Fluktuationen in Stro¨mungsrichtung hingegen
tendieren bei der Level Set Methode zu ho¨heren Werten. Somit werden bei der Le-
vel Set Methode die turbulenten Fluktuationen in y- Richtung u¨berscha¨tzt und in x-
Richtung unterscha¨tzt.
Bei denWandschubspannungen (Abbildung 8.16) entlang des Riffels werden trotz der
unterschiedlichen Auflo¨sung im Vergleich zur Referenzrechnung sehr gute Ergebnis-
se erzielt. Der Ablo¨sepunkt liegt bei der Level Set Methode nur marginal hinter der
der Referenzrechnung. Dies zeigt, dass die implementierte Level Set Methode zur
Beschreibung der Riffelwanderung geeignet ist, da die wesentliche Gro¨ße, die den
Sedimentations- und Erosionsprozess beschreibt, durch die Wandschubspannung be-
stimmt wird.
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Abbildung 8.12: Mittlere Geschwindigkeiten und turbulente Statistiken an der
Position x = 0, 0375m
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Abbildung 8.13: Mittlere Geschwindigkeiten und turbulente Statistiken an der
Position x = 0, 075m
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Abbildung 8.14: Mittlere Geschwindigkeiten und turbulente Statistiken an der
Position x = 0, 1125m
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Abbildung 8.15: Mittlere Geschwindigkeiten und turbulente Statistiken an der
Position x = 0, 15m
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Abbildung 8.16: Wandschubspannung entlang des Kanals
8.2 Beschreibung des Geschwindigkeitsfeldes
Fu¨r die Modellierung der Riffelbewegung ist es erforderlich, das Stro¨mungsfeld zu
kennen. Aufgrund fehlender experimenteller Ergebnisse fu¨r den zu betrachtenden
Testfall wird das Stro¨mungsfeld im Folgenden berechnet und qualitativ verifiziert.
Fu¨r die Berechnungen wird eine aus Laborversuchen ermittelte Riffelkontur vorge-
geben. Die von Haslinger (Haslinger 1993) extrahierte Riffelfunktion wurde wie folgt
approximiert:
yk
K
= 1− 2, 107 · sin
[
1, 15 · exp
(
−
2πx
3L
)
· sin
(πx
L
)]
. (8.4)
Das Modellierungsgebiet besitzt eine Ausdehnung von 15 cm in x-Richtung und in
y-Richtung sowie von 7, 5 cm in z-Richtung. Die Riffelkrone liegt bei diesem Testfall
bei x = 0, 03 m. In der Literatur wird meistens die x-Komponenten mit Hilfe der Rif-
felho¨he normiert. Dabei gilt, dass sich die Krone bei x/K = 0 befindet. Zum besseren
Vergleich der Simulationsergebnisse mit den in der Literatur verwendeten Angaben,
wird im Folgenden die x-Komponente jeweils inm und in der dimensionslosen Form
x/K angegeben.
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Abbildung 8.17: Darstellung der Riffelkontur und der Gitterverfeinerung im Bereich
der Nullkontur
Das verwendete Gitter besteht aus 100 Kontrollvolumina in x-Richtung, aus 120 Kon-
trollvolumina in y-Richtung und aus 30 Kontrollvolumina in z-Richtung. Die Ge-
samtanzahl der Gitterpunkte betra¨gt 360000. Es wurde, wie bei den anderen Testfa¨llen,
eine Verfeinerung des Gitters im Bereich der Riffelkontur vorgenommen. Die mittlere
Geschwindigkeit vm betra¨gt 0.4m/s und die Zeitschrittweite ∆t = 0.002 s.
8.2.1 Zeitlich gemitteltes Stro¨mungsfeld
Die Wandschubspannung kann wie bereits erwa¨hnt aus dem Gradienten der Tangen-
tialgeschwindigkeit normal zur Sohle berechnet werden (siehe Gleichung 8.1). An-
hand Abbildung 8.18 ist erkennbar, an welchen Stellen die Wandschubspannung τw
den Wert Null annimmt und dort sich folglich der Ablo¨se- bzw. der Anlegepunkt des
Ru¨ckstrombereiches befindet. Hervorzuheben ist dabei, dass dieser Bereich zwei Ex-
trema aufweist. Anhand der Abbildung ist zu erkennen, dass das globale Minimum
bei x = 0.0765 m (x/K = 3, 1) auftritt, welches ca. 70% der Ablo¨sezonenla¨nge ent-
spricht. Dieser Wert liegt etwas unterhalb der in der Literatur aufgefu¨hrten Werten
von 80%.
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Abbildung 8.18: Wandschubspannung entlang des Riffels
Generell ist hier anzumerken, dass der Ablo¨sepunkt sich nicht direkt am Kamm,
sondern etwas dahinter bei ca. x = 0.0306 m (x/K = 0, 04) befindet. Der Anlege-
punkt befindet sich bei x = 0.1005 m (x/K = 4.7). Dies stimmt sehr gut mit den
Angaben aus der Literatur von van Mierlo/de Ruiter (x/K = 5) und von Raudkivi
(x/K = 4, 7) u¨berein. Stromabwa¨rts des Anlegepunktes nimmt die Wandschubspan-
nung mit derselben Steigung wie vom globalen Minimum zum Nullpunkt zu, bis die
Wandschubspannung denMaximalwert erreicht. Dieser Punkt liegt bei ca. x = 0.1785
m (x/K = 9, 9). Danach sinkt der Wert wieder steil ab, bis zum Erreichen des ersten
lokalen Extremum im Ablo¨sebereich.
y[m]
x[m]
Abbildung 8.19: mittleres Geschwindigkeitsfeld [m/s] mit Stromlinien
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Abbildung 8.20: Geschwindigkeitsprofile entlang des Riffels bei x = 0, 03m,
x = 0, 05m, x = 0, 07m, x = 0, 09m, x = 0, 11m und x = 0, 13m
Anhand der Geschwindigkeitsprofile in Abbildung 8.20 und der Stromlinien in Ab-
bildung 8.19 ist ebenfalls die voll ausgebildete Rezirkulationszone hinter der Krone
erkennbar. Die Ru¨ckstromwalze wird durch eine Nulllinie in zwei Bereiche unter-
teilt. Im Bereich unterhalb der Nulllinie findet in der Ablo¨sezone eine Ru¨ckstro¨mung
statt. Die Geschwindigkeit nimmt vom Nullwert an der Sohle bis zu einem lokalen
Extremum ab und steigt dann wieder bis zu demWert Null an. Der Bereich der sta¨rk-
sten Ru¨ckstro¨mung ist unterhalb des Auges der Ru¨ckstromwalze bei x = 0.0765 m
(x/K = 3, 1). Die betragsma¨ßig gro¨ßten Geschwindigkeiten betragen 17% der mitt-
leren Stro¨mungsgeschwindigkeit. Dies deckt sich mit den in der Literatur beobach-
ten Werten von 10 − 20%. Oberhalb dieser Nulllinie zeigt die horizontale Geschwin-
digkeitskomponente in Stro¨mungsrichtung. Sie nimmt mit gro¨ßer werdendem Ab-
stand von der Nulllinie zu und erreicht bis zur Trennstromlinie ca. 30% der mittle-
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ren Geschwindigkeit. Stromabwa¨rts ist die horizontale Geschwindigkeit durchweg
positiv. Hier erfa¨hrt die Geschwindigkeit aufgrund der Querschnittsverengung eine
Beschleunigung und wa¨chst entlang des Luvhanges an. Das Maximum der horizon-
talen Geschwindigkeitskomponente liegt etwas vor der Kronenspitze bei x = 0.1785
m (x/K = 9, 9).
Variation der mittleren Durchflussgeschwindigkeit
Im Folgenden werden die Auswirkungen einer erho¨hten Fließgeschwindigkeit auf
das Stro¨mungsfeld und auf die daraus resultierenden Wandschubspannungen unter-
sucht. Abbildung 8.21 kann entnommen werden, dass eine Fließgeschwindigkeits-
erho¨hung nur einen geringen Einfluss auf die Position des Wiederanlegepunktes be-
sitzt. Fu¨r die Lage des Anlegepunktes der Rezirkulationszone ist folglich die Geome-
trie des Riffels verantwortlich. Dieses Ergebnis wird auch von Vanoni und Hwang,
sowie von Karahan und Peterson beobachtet (Wallisch 1996). Der Betrag der Wand-
schubspannung nimmt am Lee- und Luvhang mit einer Erho¨hung des Durchflusses
zu. Die A¨nderungsrate im Leehang entspricht ungefa¨hr der A¨nderungsrate im Luv-
hang. Somit bleibt das Verha¨ltnis der Wandschubspannung von Luv- zu Leehang, bei
einer Erho¨hung der Fließgeschwindigkeit, nahezu konstant.
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Abbildung 8.21: mittlere Wandschubspannung entlang des Riffels bei unterschiedli-
chen Durchflussgeschwindigkeiten
Variation der Riffelsteilheit
Die Riffelsteilheit λ = K/L gibt keine Auskunft u¨ber die Riffelform, sondern be-
schreibt das Verha¨ltnis der Riffelho¨he zur Riffella¨nge. Folglich gibt es verschiedene
Mo¨glichkeiten, eine Variation der Riffelsteilheit hervorzurufen. Im untersuchten Fall
wird die Riffelho¨he bei festgehaltener Riffella¨nge variiert. Die Lage des Riffeltals wird
beibehalten und die Krone stromabwa¨rts verschoben und folglich ein flacherer Lee-
hang erzeugt.
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Abbildung 8.22 zeigt eine Verla¨ngerung der Rezirkulationszone bei zunehmender Rif-
felsteilheit. Die Vera¨nderung des Minimums in der Mulde ist gering. Im Gegensatz
hierzu nimmt das Maximum der Wandschubspannung entlang des Luvhanges mit
einer Erho¨hung der Riffelsteilheit zu. Dies kann auch bei den Versuchen von Zilker
und Hanratty beobachtet werden (Wallisch 1996).
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Abbildung 8.22: mittlere Wandschubspannung entlang des Riffels bei unterschiedli-
chen Riffelsteilheiten
8.2.2 Instationa¨res Stro¨mungsfeld
Das momentane Geschwindigkeitsfeld weist eine hohe Instationarita¨t auf. Es besitzt
im Gegensatz zum gemittelten Geschwindigkeitsfeld teilweise mehrere Zirkulations-
zonen. Dabei ist in Abbildung 8.23 zu erkennen, dass sich hinter der Krone eine
Scherstro¨mung ausbildet. Die Stro¨mung lo¨st nach der Krone ab und es bilden sich
Wirbel, die stromabwa¨rts wandern. Eine weitere Ru¨cklaufzone existiert in der Mul-
de. Auch diese wandert und ist nicht lokal stationa¨r. Allerdings wird sie durch den
Anstieg des Luvhangs in Stro¨mungsrichtung begrenzt und wandert nicht ab. Man
kann hier auch von einer passiven Beeinflussung der Rezirkulationszone sprechen
(Neumann 2003). Abbildung 8.23 ist zu entnehmen, dass die kleineren Wirbel, die
sich an der Krone ablo¨sen, teilweise oberhalb, unterhalb oder in den sich in derMulde
befindlichen großen Wirbel wandern und sich dort auflo¨sen. Die hohe Instationarita¨t
des Geschwindigkeitsfeldes wird vor allem am Leehang unmittelbar und im Bereich
des Wiederanlegepunktes deutlich.
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Abbildung 8.23: momentane Geschwindigkeitsfelder [m/s] mit Stromlinien zu unter-
schiedlichen Zeitpunkten
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8.3 Konzentrationsverteilung
Fu¨r die Berechnung der Testfallserien wird die durch Gleichung 8.4 approximier-
te Riffelgeometrie vorgegeben. Die in FASTEST-3D bestehende Konzentrationsglei-
chung wird gema¨ß Gleichung 5.3 modifiziert und die Konzentrationsverteilung des
Sediments in Suspension im Testgebiet analysiert.
Das Testgebiet besitzt eine Ausdehnung von 15 cm in x-Richtung, in y-Richtung so-
wie in z-Richtung. Das verwendete Gitter besteht aus 100 Kontrollvolumina in x-
Richtung, aus 120 Kontrollvolumina in y-Richtung und 60 Kontrollvolumina in z-
Richtung. Die Gesamtanzahl der Gitterpunkte betra¨gt 720000. Es wurde, wie bei den
anderen Testfa¨llen, eine Verfeinerung im Bereich der Riffelkontur durchgefu¨hrt. Auch
bei diesen Testfallserien wurdemit einer mittleren Geschwindigkeit von vm = 0.4m/s
und einer Zeitschrittweite von ∆t = 0.002 s gerechnet.
Zur Analyse der Konzentrationsverteilung werden drei verschiedene Pick-up Glei-
chungen verwendet.
• Pick-up Gleichung von Yalin (1)
• Pick-up Gleichung von Einstein (2)
• Pick-up Gleichung von van Rijn (3)
Die Konstanten in den Gleichungen von Einstein und Yalin mu¨ssen wie bereits in
Kapitel 2 erwa¨hnt, mit Hilfe von Versuchen bestimmt werden. Im Rahmen dieser Ar-
beit werden die von van Rijn bestimmten Konstanten verwendet. Der α-Wert wird
bei dem Modell von Einstein zu 7, 7 · 10−3 gesetzt und bei dem Modell von Yalin zu
8, 8 · 10−3.
Den Modellierungen liegt die Annahme zugrunde, dass das Sohlmaterial aus einem
Sand mit einheitlichem Korndurchmesser besteht. Als Sediment wird ein Sand mit
einem Durchmesser von 100 µm gewa¨hlt.
Fu¨r ein Sediment dieses Korndurchmessers gilt: ws/u∗ < 0, 7. Nach Breusers und
Raudkivi (Breusers & Raudkivi 1991) kann davon ausgegangen werden, dass der
maßgebliche Transport in Suspension stattfindet und keine koha¨siven Kra¨fte auftre-
ten.
Abbildung 8.26 ist zu entnehmen, dass zwei verschiedene Hauptabtragszonen exis-
tieren. Entlang des Luvhanges wird Sediment abgetragen und u¨ber die Krone trans-
portiert. Betrachtet man das Konzentrationsfeld, kann man die Scherstro¨mung, die
sich hinter der Krone ausbildet, erkennen. Koha¨rente Strukturen an dieser Stelle sind
maßgeblich fu¨r die Ausbildung der Konzentrationsverteilung. Dies kann Abbildung
8.24 und Abbildung 8.25 entnommen werden. Obwohl das Testgebiet in z-Richtung
homogen ist, zeigen die Abbildungen, dass die Sedimentkonzentration in z-Richtung
variiert. Es bilden sich sogenannte Finger u¨ber der Krone aus. Diese Beobachtung
deckt sich mit den Beschreibungen von Zedler und Street (Zedler & Street 2001). Da
im Rahmen dieser Studie die Wanderung der Riffelstruktur zweidimensional unter-
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sucht wird, muss im Folgenden die Konzentration u¨ber die z-Richtung gemittelt wer-
den.
Abbildung 8.24: momentanes Konzentrationsfeld mit dem Modell von Yalin
Abbildung 8.25: Isofla¨chen der Konzentration (C=0.01) mit dem Modell von Yalin
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Abbildung 8.26: Darstellung der Konzentrationsverteilung entlang des Riffels bei
t = 1s, t = 2s und t = 30smit dem Modell von Yalin
Ein Teil des Sediments, welches u¨ber die Krone transportiert wird, gelangt aufgrund
der Sinkgeschwindigkeit und turbulenter Fluktuationen in die Ru¨cklaufwalze und
wird entgegen der Hauptstro¨mungsrichtung befo¨rdert.
Eine weitere Abtragszone befindet sich in der Mulde. Hier wird Sediment abgetragen
und durch die Ru¨cklaufwalze stromaufwa¨rts transportiert. Somit nimmt die Konzen-
tration im Leebereich zu und versta¨rkt die Sedimentation in diesem Bereich. Dies
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fu¨hrt zu einer Beschleunigung der Riffelwanderung. Der Anlegepunkt der Ru¨cklauf-
walze bedarf einer detaillierten Betrachtung. Bei den Berechnungen wird Sediment
erodiert, wenn die Wandschubspannung u¨ber einen kritischen Wert, den Shieldspa-
rameter, steigt. Madsen und Grant (Madsen & Grant 1976) zeigen, dass dieser Wert
auch fu¨r instationa¨re Wandschubspannungen angewendet werden kann. Fraglich ist
jedoch, ob der Shieldsparameter an diesem Anlegepunkt gu¨ltig ist. Der Shieldspara-
meter wurde in einer Stro¨mung ohne Ablo¨sungen bestimmt, in dem die Vertikalkom-
ponente der Geschwindigkeit keinen wesentlichen Einfluss auf den Abtrag besitzt.
Dies sieht am Anlegepunkt anders aus, da aufgrund der Ru¨cklaufwalze eine nicht
vernachla¨ssigbare Vertikalkomponente auftritt. Dieser Einfluss wird im Kapitel 8.5
na¨her untersucht.
Anhand der Grafiken in Abbildung 8.26 kann gezeigt werden, dass die Konzentra-
tionsfelder zeitlich stark variieren. Fu¨r die Modellierung der Riffelwanderung ist ei-
ne quasi stationa¨re Konzentrationsverteilung erforderlich. Um dies zu gewa¨hrleisten,
wird die Gesamtkonzentrationsrate (Σ(ci ∗ Vi))/Vges u¨ber die Zeit abgetragen und so-
lange gerechnet bis ein quasi stationa¨rer Zustand erreicht ist. Abbildung 8.27 kann der
Verlauf der Gesamtkonzentrationsrate entnommen werden. Da eine Riffella¨nge in ei-
ner Sekunde ca. 2, 7 mal u¨berstro¨mt wird, ist ersichtlich, dass mehrere Riffella¨ngen
u¨berstro¨mt werden mu¨ssen, bis sich ein Gleichgewichtszustand einstellt.
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Abbildung 8.27: Zeitliche Entwicklung der Gesamtkonzentrationsrate im
Stro¨mungsgebiet mit dem Modell von Yalin (1), Einstein (2)
und van Rijn (3)
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Abbildung 8.28: Darstellung der Konzentrationsverteilung entlang des Riffels im
Gleichgewichtszustand (oben: mit dem Modell von Einstein, unten:
mit dem Modell von van Rijn)
Vergleicht man die Gesamtkonzentrationen in Abbildung 8.27, die sich beim quasi
stationa¨ren Zustand einstellen, erkennt man bei denModellen von Einstein und Yalin
betragsma¨ßig a¨hnliche Gesamtkonzentrationsraten. Verwendet man die Pick-up Glei-
chung von van Rijn, liegt die Gesamtkonzentrationsrate um den Faktor drei niedriger.
Dieser Unterschied la¨sst sich auch anhand der Abbildungen 8.26 und 8.28 feststellen.
Die Konzentrationen am Leehang sind bei den Berechnungen mit dem Ansatz von
Yalin und Einstein wesentlich ho¨her als mit dem Berechnungsansatz von van Rijn.
Eine Problematik bei der Anwendung der Pick-up Gleichungen stellt die U¨bertrag-
barkeit dieser Gleichungen auf den im Rahmen dieser Arbeit zu untersuchenden Fall
dar. Die Herleitung der untersuchten Pick-up Gleichungen basieren auf unterschied-
lichen Rahmenbedingungen. Bei der Ermittlung der Pick-up Funktion von van Rijn
wurde das Sediment entlang einer ca. 30 m langen Rinne verklebt und konnte somit
nicht erodieren. Etwa in der Mitte der Versuchsrinne wurde eine zylindrische O¨ff-
nung angeordnet. An dieser Stelle wurde mittels einer vertikal beweglichen Platte
erodierbares Sohlmaterial in die Stro¨mung eingebracht. Dabei wurde die konstante
Steiggeschwindigkeit der Platte minimal ho¨her als die zu erwartende Erosionsrate
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gewa¨hlt. Die Platte wurde wa¨hrend den Versuchen kurz angehalten, wenn die Ober-
fla¨che des erodierbaren Materials die feste Sohle geringfu¨gig u¨berragte. Aufgrund
dieser visuellen Korrektur wurden die Versuche mehrmals fu¨r jeweils 10 Minuten
mit verschiedenen Personen wiederholt. Besonders bei hohen Fließgeschwindigkei-
ten ergab sich dadurch eine maximale Streuung von bis zu 20 %. Die Gleichung be-
sitzt somit erstens eine gewisse Ungenauigkeit und zweitens beschreibt sie nur die
Aufnahmerate fu¨r vo¨llig klares Wasser. Dies bedeutet, dass die Konzentration der
Stro¨mung u¨ber dem Erosionssubstrat gleich Null ist. Am Luvhang des Riffels steigt
die Konzentration bis zur Krone an, so dass es fraglich ist, ob die Pick-up Gleichung
von van Rijn noch ihre Gu¨ltigkeit besitzt. Auch ist die Erosionsfla¨che bei den Ver-
suchen von van Rijn nicht bekannt. Es kann nicht ausgeschlossen werden, dass der
Sedimentationsprozess in die Gleichung involviert ist. Es ist denkbar, dass ein Parti-
kel am Anfang der Platte erodiert und bereits am Ende der Platte wieder sedimen-
tiert und damit nicht erfasst wird. Zusa¨tzlich muss noch erwa¨hnt werden, dass das
im Rahmen dieser Arbeit verwendete Sediment mit einem Durchmesser von 100 µm
kleiner ist als das kleinste Sedimentkorn (130 µm), das van Rjin bei seinen Versuchen
verwendete. Bei den Modellen von Yalin und Einstein besteht die Problematik bei
der Bestimmung der Konstanten. Diese mu¨ssen mit Hilfe von Versuchen ermittelt
werden. Hierfu¨r wurden ebenfalls die Versuche von van Rijn verwendet.
8.4 Riffelwanderung
Fu¨r die Analyse der Riffelwanderungwird dieModellierung der Bewegung der Sohle
mit Hilfe derG-Gleichung ”angeschaltet”. Da die Konzentrationsgleichung an die Se-
dimentationsgleichung gekoppelt ist, wird die Sedimentation bei der Ausbreitungs-
geschwindigkeit der Evolutionsfla¨che erst dann beru¨cksichtigt, wenn sich im Gebiet
eine bestimmte Konzentration eingestellt hat. Es ist anzumerken, dass in fluvialen
Stro¨mungen immer eine Konzentration an Partikeln besteht, die nur sehr schwer
zu bestimmen ist. Die Anfangswerte der Konzentration sind daher bei den durch-
gefu¨hrten Berechnungen unbekannt. Riffelwanderung findet statt, wenn ein Gleich-
gewichtszustand zwischen Erosion und Sedimentation herrscht. Die Bewegung der
Sedimentoberfla¨che wird erst aktiviert, wenn die mittlere Erosionsrate mit der mitt-
leren Sedimentationsrate u¨bereinstimmt.
Die Riffelwanderung wird, wie die Konzentrationsgleichung, mit Hilfe der drei ver-
schiedenen Pick-up Gleichungen berechnet.
• Pick-up Gleichung von Yalin (1)
• Pick-up Gleichung von Einstein (2)
• Pick-up Gleichung von van Rijn (3)
Die Berechnungenwerdenmit den in Kapitel 8.2 beschriebenen Gittern durchgefu¨hrt.
Die mittlere Stro¨mungsgeschwindigkeit vm betra¨gt fu¨r die Testfa¨lle 0, 4 m/s und es
wird mit einer Zeitschrittweite von ∆t = 0, 002 s gerechnet.
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Bei allen drei Modellen ist zu beobachten, dass im Leebereich eine gleichma¨ßige Se-
dimentation stattfindet. Die Erosion am Luvhang wird in zwei Bereichen kurz nach
der Mulde und vor der Krone sichtbar. Zwischen diesen Erosionsbereichen ist im Be-
reich des Anlegepunktes der Rezirkulationszone keine Erosion zu beobachten. Bei
der Modellierung der Riffelbewegung mit der Pick-up Gleichung von van Rijn ist ei-
ne wesentlich geringere Fortbewegungsgeschwindigkeit als bei den anderen beiden
Gleichungen zu beobachten. Es wird wesentlich weniger Sediment pro Zeit erodiert
und folglich auch sedimentiert. Die Fortbewegungsgeschwindigkeit von ca. 24 cm/h
liegt unterhalb der Fortbewegungsgeschwindigkeit, die mit den Pick-up Gleichun-
gen von Yalin und Einstein von jeweils ca. 48 cm/h berechnet werden. Die Fortbewe-
gungsgeschwindigkeiten liegen somit zwischen den in der Literatur beschriebenen
Werten von Brooks und Dillo (Ku¨hlborn 1993). Alle Modelle haben jedoch gemein-
sam, dass der Riffel im Bereich der Krone etwas abflacht. Dies ko¨nnte daran liegen,
dass ”bedload” im oberen Bereich der Krone existiert und ein Rutschen von Sand-
partikel u¨ber die Krone stattfindet. Dieser Vorgang kann jedoch nicht modelliert wer-
den, da es nicht mo¨glich ist, mit der Level Set Methode Bewegungen tangential zur
Sedimentoberfla¨che zu beschreiben. Eine weitere Mo¨glichkeit ko¨nnte aus einer unge-
nauen Abbildung der Stro¨mungsverha¨ltnisse im Bereich hinter der Krone resultieren.
Bei der Berechnung des Stro¨mungfeldes wurde festgestellt, dass es hinter der Krone
zu einer Scherstro¨mung kommt und die Sandpartikel u¨berwiegend u¨ber die Krone
hinweg transportiert werden. Der Ablo¨sepunkt dieser Scherstro¨mung ko¨nnte auch
etwas mehr stromabwa¨rts liegen, so dass die Stro¨mung noch u¨ber die Krone hinweg
anliegt und kurz vor dem Ablo¨sepunkt sich die Geschwindigkeit reduziert und es
so zu Ablagerungen kurz hinter der Krone kommt, die hier nicht abgebildet werden.
Des Weiteren muss auch die Geometrie der Krone diskutiert werden. Die Geome-
trie der Krone wurde aus Versuchsergebnissen u¨bernommen. Die vorherrschenden
Stro¨mungsbedingungen ko¨nnen jedoch nicht exakt die in den Versuchen existieren-
den Stro¨mungsverha¨ltnisse wiederspiegeln. Die Geometrie der Krone ist mo¨glicher-
weise fu¨r diesen Stro¨mungsfall nicht absolut korrekt abgebildet. Außerdem wird das
Nachrutschen von Sediment bei U¨berschreiten des natu¨rlichen Bo¨schungswinkel, das
in der Natur hinter der Krone beobachtet wird, nicht modelliert. An dieser Stelle ist
auch zu erwa¨hnen, dass die Vera¨nderung der Geometrie der Krone mo¨glicherwei-
se auch auf das numerische Verfahren zuru¨ckfu¨hrbar ist, denn Bereiche mit starken
Kru¨mmungen neigen bei der Level Set Methode aufgrund numerischer Diffusion
ku¨nstlich aufzuweichen (Bu¨rger 2008).
Im Bereich der Anlegezone findet, wie erwartet, eine Reduzierung der Fortbewe-
gungsgeschwindigkeit statt, die zu einer Verformung der Riffelgeometrie fu¨hrt. Dies
liegt daran, dass in diesem Bereich die kritische Wandschubspannung nicht u¨ber-
schritten wird. Wie in Kapitel 8.3 bereits erwa¨hnt, ist hier die Anwendbarkeit der
kritischen Wandschubspannung aus dem Shieldsdiagramm fraglich, da im Bereich
der Ablo¨sezone große Fluktuationen derWandschubspannung existieren und die kri-
tischeWandschubspannung reduzieren. Diese Thematik wird im na¨chsten Kapitel in-
tensiver behandelt.
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Abbildung 8.29: Zeitliche Entwicklung des Riffels bei vm = 0, 4m/smit Yalin
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Abbildung 8.30: Zeitliche Entwicklung des Riffels bei vm = 0, 4m/smit Einstein
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Abbildung 8.31: Zeitliche Entwicklung des Riffels bei vm = 0, 4m/smit van Rijn
Der Fortbewegungsprozess derMulde verha¨lt sich bei den dreiModellen unterschied-
lich. Lediglich das Modell von Einstein erha¨lt die Form der Mulde. Bei der Verwen-
dung der Pick-up Gleichung von Yalin wandert die Mulde ebenfalls, a¨ndert jedoch
ihre Form und verliert etwas an La¨nge. Die Wanderung der Mulde kann bei der Ver-
wendung des Modells von van Rijn nicht beobachtet werden. In diesem Fall findet
in der Mulde nur Sedimentation statt. Stromabwa¨rts der Mulde findet keine Erosion
statt.
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Die Vera¨nderung der Geometrie ist mo¨glicherweise auch auf einen noch nicht er-
reichten Gleichgewichtszustand zuru¨ckzufu¨hren. Ku¨hlborn (Ku¨hlborn 1993) konnte
bei seinen Versuchen erkennen, dass sich je nach Stro¨mungsintensita¨t ein Gleichge-
wichtszustand nach 1 bis 7,5 Stunden einstellt. Die LES Rechnungen werden sehr
hoch aufgelo¨st durchgefu¨hrt. Die Simulationsdauer ist, bedingt durch die feine ra¨um-
liche und zeitliche Auflo¨sung, sehr hoch. Ob bei den durchgefu¨hrten Berechnungen
tatsa¨chlich ein Gleichgewichtszustand erreicht wurde, la¨sst sich schwer abscha¨tzen
und kann nur mittels la¨ngerfristiger Simulationen u¨berpru¨ft werden, die im Zeitrah-
men dieser Arbeit nicht durchfu¨hrbar waren.
8.5 Beschreibung der Erosion mit Fluktuationsgro¨ßen
Wie bereits in Kapitel 2 dargestellt, existiert ein Ansatz von Zanke (Zanke 2001), bei
dem die kritische Wandschubspannung aus dem inneren Reibungswinkel des Sedi-
ments und den turbulenten Wandschubspannungen bestimmt werden kann (siehe
Gleichung 2.6). Fu¨r die Berechnung der kritischen Wandschubspannung wird anstatt
des inneren Reibungswinkels der Lagewinkel φ′ eingefu¨hrt. Fu¨r den Bewegungsbe-
ginn besitzen die leichter beweglichen Anteile mit φ′ = 20 einen relevanten Prozent-
satz. Mit Hilfe der LES Rechnung ist esmo¨glich, die turbulentenWandschubspannun-
gen und die daraus resultierenden kritischen Wandschubspannungen zu berechnen.
τ ′w[N/m
2]
 0.05  0.1
 0
 0.1
 0.2
 0.3
 0.4
 0.5
τw’
x[m]
Abbildung 8.32: Fluktuationen der Wandschubspannung entlang des Riffels bei
vm = 0, 4m/s
Abbildung 8.32 zeigt die turbulentenWandschubspannungen entlang des Riffels. Hier-
bei ist zu erkennen, dass die Fluktuation im Bereich der Wiederanlegezone besonders
hoch ist und im Bereich des Leehangs sehr niedrig.
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Die daraus resultierende kritische Wandschubspannung kann Abbildung 8.33 ent-
nommenwerden. Bei derModellierung der Riffelbewegungmit demAnsatz von Zan-
ke wird im Bereich des Anlegepunktes der Rezirkulationszone aufgrund hoher tur-
bulenter Schwankungen und den daraus resultierenden niedrigen kritischen Wand-
schubspannungen Sediment erodiert.
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Abbildung 8.33: Kritische Wandschubspannung entlang des Riffels (vm = 0, 4m/s)
Abbildung 8.34 stellt schematisch dar, in welchen Bereichen beim Ansatz von Zanke
verglichen zur Verwendung des Shieldsdiagramms, zusa¨tzlich Erosion stattfindet.
Abbildung 8.34: Erosions- und Sedimentationszonen entlang des Riffels
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Die Originalgleichung von van Rijn (siehe Gleichung 2.9) kann beim Ansatz von Zan-
ke nicht verwendet werden. Die kritische Wandschubspannung τc kann beim Ansatz
von Zanke den Wert Null annehmen, so dass der Nenner in der Formel von van Rijn
zu Null wird. Aus diesem Grund wird fu¨r die Anwendung der Gleichung die kriti-
sche Wandschubspannung im Za¨hler mit dem Ansatz von Zanke berechnet und im
Nenner wird weiterhin die kritische Wandschubspannung nach Shields fu¨r das ent-
sprechende Sediment verwendet.
Die Gleichung von Yalin (siehe Gleichung 2.12) steht nicht in Bezug zur kritischen
Wandschubspannung. Dies wird beim Ansatz von Zanke zum Problem, da die kriti-
sche Wandschubspannung einen wesentlichen Bestandteil in der Gleichung von Zan-
ke besitzt. Die Wandschubspannung in Yalins Gleichung wird analog zum Ansatz
von van Rijn durch die Differenz aus der Wandschubspannung und der kritischen
Wandschubspannung nach Zanke ersetzt. Die daraus resultierende Funktionsglei-
chung wird mit einem Faktor β an die Versuchsergebnisse von van Rijn angepasst.
Die modifizierte Pick-up Gleichung von Yalin lautet
E = αρs
(
β(τw − τc,Zanke)
ρ
)0,5
, (8.5)
wobei β zu 2 gewa¨hlt wird.
Abbildung 8.35 kann der Verlauf der Gleichung 8.5 im Vergleich zu den anderen Pick-
up Gleichungen entnommen werden. Hierbei wird zum Vergleich bei allen Gleichun-
gen die kritische Wandschubspannung aus dem Shieldsdiagramm verwendet. Dabei
ist zu erkennen, dass bereits bei ca. 3 ∗ τc die Erosionsrate der Gleichungen von Yalin,
von Yalin modifiziert und von Einstein sehr nah zusammenliegen. Nur die Erosions-
rate von van Rijn erlangt erst bei 7∗ τc ungefa¨hr den Betrag der anderen Gleichungen.
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Abbildung 8.35: Erosionsraten der verschiedenen Pick-up Gleichungen
Abbildung 8.36 stellt die Konzentrationsverteilung im Gebiet, nach Implementierung
des Ansatzes von Zanke und der modifizierten Pick-up Gleichungen von Yalin in
FASTEST-3D, dar.
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Abbildung 8.36: Darstellung der Konzentrationsverteilung entlang des Riffels
bei t = 25s
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Abbildung 8.37: Riffelwanderung bei vm = 0, 4m/smit dem Modell von Yalin
modifiziert
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Abbildung 8.38: Riffelwanderung bei vm = 0, 4m/smit dem Modell von Einstein
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Abbildung 8.39: Riffelwanderung bei vm = 0, 4m/smit dem Modell von van Rijn
modifiziert
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Abbildung 8.40: Riffelwanderung bei vm = 0, 5m/smit dem Modell von Yalin
modifiziert
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Abbildung 8.41: Riffelwanderung bei vm = 0, 5m/smit dem Modell von Einstein
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Abbildung 8.42: Riffelwanderung bei vm = 0, 5m/smit dem Modell von van Rijn
modifiziert
Vergleicht man die Riffelwanderungen, die aus den verschiedenen Pick-up Gleichun-
gen bei der mittleren Stro¨mungsgeschwindigkeit von vm = 0, 4 m/s resultieren, er-
kennt man in abgemilderter Form die Beobachtungen des vorigen Kapitels. Die Krone
vera¨ndert ihre Kontur und der Luvhang flacht ab. Der Unterschied zwischen der An-
wendung des Modells von Zanke zur Bestimmung der kritischen Wandschubspan-
nung und dem Ansatz mit dem kritischen Shieldsparameter wird im Bereich der An-
legezone erkennbar. Aufgrund der hohen turbulenten Fluktuationen wird auch in
diesem Bereich Sediment erodiert. Jedoch ist auch hier eine minimale Auflandung
zu verzeichnen. Wie bei den vorherigen Testfa¨llen ist die geringere Wanderungsge-
schwindigkeit bei der Verwendung des Pick-up Gleichung von van Rijn deutlich er-
kennbar. Das Modell von Einstein liefert bei diesem Testfall die plausibelsten Ergeb-
nisse. Wird die Stro¨mungsgeschwindigkeit erho¨ht, ist ein exponentieller Anstieg der
Wanderungsgeschwindigkeit ersichtlich. Die Abflachung des Luvhanges nimmt be-
sonders bei der Anwendung des Modells von Einstein ab. Ein wesentlicher Unter-
schied der Pick-up Gleichung von Einstein zu den anderen Gleichungen ist die An-
nahme, dass sich die Erosionsrate bei Erreichen einer bestimmten Konzentration in
Bodenna¨he nicht mehr a¨ndert. Bei Feinsand ist dieser Zustand durch die geringe kri-
tische Wandschubspannung sehr schnell erreicht. Diese Annahme ist nur im Ansatz
von Einstein enthalten und scheint fu¨r die Simulation der Riffelwanderung wesent-
lich zu sein.
Im Folgenden werden die Ergebnisse der Modellierung der Riffelfortbewegungsge-
schwindigkeit mit Ergebnissen der Versuche von Brooks und von Dillo (Ku¨hlborn
1993) verglichen. Hierbei ist zu erkennen, dass bei denModellen von Yalinmodifiziert
und von Einstein der empirische Zusammenhang zwischen der Riffelwanderungsge-
schwindigkeit und der mittleren Stro¨mungsgeschwindigkeit u¨ber den funktionalen
Zusammenhang vr = A · v
4,1
m bestimmt werden kann (siehe Abbildung 8.43). In Ab-
bildung 8.43 ist des Weiteren ersichtlich, dass die Steigung der Geraden sehr gut mit
den Ergebnissen von Brooks u¨bereinstimmt. Jedoch ist die Gerade leicht nach rechts
verschoben. Dies bedeutet, dass die Riffelfortbewegungsgeschwindigkeit etwas nied-
riger liegt als von Brooks beobachtet. Dies ko¨nnte bedeuten, dass die vorgegebene Rif-
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felgeometrie noch keinen stationa¨ren Zustand erreicht hat und Energie zur Riffelgeo-
metrieumformung beno¨tigt wird. Dies fu¨hrt zu einer Verminderung der Riffelfortbe-
wegungsgeschwindigkeit. Die Riffelfortbewegungsgeschwindigkeit liegt jedoch u¨ber
den von Dillo beobachteten Werten. Die mit dem Modell von van Rijn erzielten Er-
gebnisse stimmen mit vr = 0, 003 cm/s bei vm = 0, 4 m/s und mit vr = 0, 01 cm/s bei
vm = 0, 5 m/s sehr gut mit den beobachteten Werten von Dillo u¨berein. Die Steigung
deckt sich ebenfalls mit den experimentellen Ergebnissen.
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Abbildung 8.43: Riffelfortbewegungsgeschwindigkeit in Abha¨ngigkeit der mittleren
Stro¨mungsgeschwindigkeit
8.6 Bildung der Riffelstruktur
Im Folgenden wird eine Sto¨rung in Form einer Sinuswelle als Bodenform vorgegeben
und die sich daraus entwickelnde Riffelstruktur analysiert. Fu¨r die Testfallserie wird
die Riffelentstehung anhand der bereits bekannten Pick-up Gleichungen untersucht.
• Pick-up Gleichung von Yalin modifiziert (1)
• Pick-up Gleichung von Einstein (2)
• Pick-up Gleichung von van Rijn modifiziert (3)
Eswird die in Kapitel 8.1 beschriebene Sinuskurve als Bodenwelle vorgegeben, jedoch
mit einer Amplitude von 0, 75 cm. In der Literatur wird bei einem Sand mit einem
Korndurchmesser von ca. 0, 1mm eine Riffelho¨he von ca. 1, 5 cm und eine Riffella¨nge
von 15 cm beschrieben. Es wird mit einer mittleren Stro¨mungsgeschwindigkeit von
vm = 0, 5m/s gerechnet.
Bei allen Rechnungen setzt eine Erosion an der Luvseite ein und die Krone wandert
in Stro¨mungsrichtung. Es entsteht ein La¨ngenverha¨ltnis Luv zu Lee von 1/2 zu etwa
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2/3 (siehe Abbildung 8.44). Es kann beobachtet werden, dass nach einer bestimmten
Zeit bei allen drei Testfa¨llen eine Riffelendkontur erreicht wird und die Riffelwande-
rung einsetzt (siehe Abbildung 8.45). Die Abbildungen 8.44 und 8.45 wurdenmit dem
modifizierten Ansatz von Yalin gerechnet und stehen exemplarisch fu¨r die Ergebnisse
aller drei Testfa¨lle.
y [m]
 0
 0.01
 0.02
 0.03
 0.04
 0.05
 0  0.02  0.04  0.06  0.08  0.1  0.12  0.14
t=0s
t=40,2s
x [m]
Abbildung 8.44: Zeitliche Entwicklung des Riffels bei vm = 0, 5m/smit dem modifi-
zierten Modell von Yalin vor Erreichen des ”Endzustands”
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Abbildung 8.45: Zeitliche Entwicklung des Riffels bei vm = 0, 5m/smit dem modifi-
zierten Modell von Yalin nach Erreichen des ”Endzustands”
Vergleicht man die entstehenden Strukturen mit einer aus Versuchen ermittelten Rif-
felkontur (Haslinger 1993), kann eine sehr gute U¨bereinstimmung festgestellt werden
(siehe Abbildung 8.46, 8.47, 8.48). Der modifizierte Ansatz von van Rijn zeigt eine
erho¨hte Erosion sowohl am Luvhang als auch im Bereich der Krone. Dies fu¨hrt zu
einer geringeren Riffelho¨he.
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Abbildung 8.46: Vergleich der Riffelkontur bei vm = 0, 5 m/s mit dem modifizierten
Modell von Yalin mit Messdaten von Haslinger (Haslinger 1993)
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Abbildung 8.47: Vergleich der Riffelkontur bei vm = 0, 5 m/s mit dem Modell von
Einstein mit Messdaten von Haslinger (Haslinger 1993)
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Abbildung 8.48: Vergleich der Riffelkontur bei vm = 0, 5 m/s mit dem modifizierten
Modell von van Rijn mit Messdaten von Haslinger (Haslinger 1993)
Betrachtet man fu¨r diesen ”Endzustand” die Wandschubspannungen (siehe Abbil-
dung 8.49), erkennt man, dass die Ru¨cklaufwalze bis ca. 1/3 des Luvhanges reicht.
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Auch dieswird durch die in der Literatur beschriebenenVersuchsergebnisse besta¨tigt.
Der Luvhang des Riffels verla¨ngert sich und die Wandschubspannung entlang des
Luvhangs nimmt ab. Durch die Verschiebung der Krone vera¨ndert sich das Verha¨ltnis
der Wandschubspannung von Luv zu Lee von τw,Luv/τw,Lee = 18 auf τw,Luv/τw,Lee = 4.
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Abbildung 8.49: Zeitliche Entwicklung der Wandschubspannung entlang des Riffels
bei vm = 0, 5m/s
Des Weiteren wird eine fast ebene Sohloberfla¨che vorgegeben, um, ausgehend von
einer minimalen Sto¨rung, die Entstehung einer Riffelkontur zu untersuchen. Es wird
wieder die in Kapitel 8.1 beschriebene Sinuskurve, jedoch mit einer kleineren Ampli-
tude von 0, 15 cm, als Bodenwelle vorgegeben.
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Abbildung 8.50: Zeitliche Entwicklung des Riffels bei vm = 0, 5 m/smit dem Modell
von Einstein
Anhand Abbildung 8.50 ist erkennbar, dass sich eine Riffelkontur aus der fast ebenen
Sohle entwickelt. Bereits nach 94 s haben sich typische Riffelmerkmale ausgebildet.
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Die Krone, die Mulde sowie die Charakteristiken des Lee- und Luvhangs werden
deutlich. Allerdings besitzt die Riffelho¨he bis zu diesem Zeitpunkt nur einen Wert
von 0.06 m und das Verha¨ltnis Lee- zu Luvhang liegt bei 1 zu 5. Es ist jedoch an-
zumerken, dass der Endzustand noch nicht erreicht ist. Es wird erwartet, dass die
Riffelmulde sich weiter eintieft und der Tiefpunkt stromabwa¨rts wandert. In Labor-
versuchen ((Ku¨hlborn 1993)) wurden bis zu 7, 5 h beno¨tigt bis sich aus einer ebenen
Sohle eine im Gleichgewichtszustand befindliche Riffelkontur entwickelt hat. Eine
Modellierung dieses Zeitraums mittels einer LES konnte im Zeitrahmen dieser Arbeit
nicht durchgefu¨hrt werden.
Man kann davon ausgehen, dass sich ein Riffel in der Form so lange vera¨ndert bis
sich fu¨r die bestimmten Stro¨mungsverha¨ltnisse ein bestimmtes Verha¨ltnis von τLuv zu
τLee einstellt. Mit diesen Erkenntnissen kann man die Beobachtungen von Yalin und
Ku¨hlborn erkla¨ren. Wenn am Anfang durch stochastische Prozesse, z.B. durch Tur-
bulenz, kleine Riffel entstehen, ist das Verha¨ltnis der Wandschubspannung im Lee zu
Luvhang erho¨ht. Es setzt somit eine Erosion im Leebereich ein und die Riffelmulde
vertieft sich (siehe Abbildung 8.50. Wird die Stro¨mungsgeschwindigkeit erho¨ht, ver-
tieft sich die Riffelmuldeweiter. In einem Bereich von 3 < τc/τwand < 10 vera¨ndert sich
die Riffelform kaum und der Riffel reagiert mit einer erho¨hten Riffelfortbewegungs-
geschwindigkeit. Dies liegt daran, dass aufgrund der erho¨hten Wandschubspannung
eine erho¨hte Erosionsrate und folglich eine gro¨ßere Sedimentationsrate vorliegt. Das
Verha¨ltnis von τLuv zu τLee a¨ndert sich kaum. Wird die Stro¨mungsgeschwindigkeit
jedoch weiter gesteigert, erho¨ht sich auch das Verha¨ltnis τLuv zu τLee, so dass der Luv-
hang beginnt abzuflachen und sich die Riffelho¨he reduziert. Es ist zu erwarten, dass
bei einer weiteren Erho¨hung der Reynoldszahl der Riffel immer mehr abflacht bis die
Riffelstruktur vollsta¨ndig verschwindet und sich wieder eine ebene Sohle ausbildet.
Leider konnten im Rahmen dieser Arbeit aufgrund der hohen Rechenzeiten keine
Rechnungen im Bereich τc/τwand > 10 vorgenommen werden und das Pha¨nomen der
Abflachung der Riffelho¨he mit steigender Reynoldszahl nicht untersucht werden.
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9 Zusammenfassung und Ausblick
Im Rahmen dieser Arbeit wurde die Level Set Methode verwendet, um die Kon-
tura¨nderung einer turbulent u¨berstro¨mten Sedimentoberfla¨che zu beschreiben. Die
dazu beno¨tigte Geschwindigkeit normal zur Sedimentoberfla¨che, die den physika-
lischen Prozess des Abtragens und Anlagerns von Sediment beschreibt, sowie die
beno¨tigten Randbedingungen an der Sedimentoberfla¨che, wurden in das Program
FASTEST-3D implementiert. Zusa¨tzlich wurde die Sinkgeschwindigkeit in die Kon-
zentrationsgleichung implementiert, um die Bewegung des Sediments in Suspension
zu beschreiben und folglich die Sedimentationsrate berechnen zu ko¨nnen. Ziel war
es, den Prozess der Riffelwanderung abzubilden. Dabei wurden Testrechnungen mit
unterschiedlichen Ansa¨tzen zur Bestimmung der kritischen Wandschubspannung,
sowie drei verschiedener Pick-up Gleichungen bei verschiedenen Reynoldszahlen
durchgefu¨hrt.
Zuna¨chst wurde anhand einer Stro¨mung u¨ber eine fixierte, sinuswellenfo¨rmige Soh-
le mit einem konturangepassten Gitter der Einfluss der Gitterauflo¨sung untersucht.
Dabei konnte herausgestellt werden, dass bereits kleine A¨nderungen der Auflo¨sung
im wandnahen Bereich zu Vera¨nderungen der Momente zweiter Ordnung fu¨hren,
obwohl die Wandschubspannungen und Geschwindigkeitsprofile nahezu identisch
sind. Liegt der erste Gitterpunkt außerhalb der viskosen Unterschicht, werden auch
die Geschwindigkeitsprofile und die Wandschubspannungen unzureichend wieder-
gegeben.
Danach wurde die Implementierung der Wandrandbedingung an der G = 0 Grenz-
fla¨che mit der konturangepassten Rechnung verglichen. Dazu wurde ein orthogona-
les Gitter mit der gleichen Sohlenkontur, die mit Hilfe der Level Set Methode abge-
bildet wird, verwendet. Dabei zeigte sich, dass es bei diesem Testfall nicht mo¨glich
ist mit einer moderaten Anzahl von Kontrollvolumina sicherzustellen, dass immer
mehrere Gitterpunkte in der viskosenUnterschicht liegen. Die Unterschiede zwischen
der konturangepassten Rechnung und der Level Set Rechnung werden vor allem bei
den Reynoldsspannungen sichtbar. Die Geschwindigkeitsprofile und dieWandschub-
spannungen, die wesentliche Gro¨ße fu¨r die Erosions- und Sedimentationsvorga¨nge,
zeigen gute U¨bereinstimmungen.
Anschließendwurden die Geschwindigkeitsprofile u¨ber einer Riffelkontur untersucht.
Es wurde festgestellt, dass eine Erho¨hung bzw. Reduzierung der Reynoldszahl zu ei-
ner Vera¨nderung der Amplitude der Wandschubspannungen fu¨hrt, jedoch nicht zu
einer Lagevera¨nderung des Anlegepunktes der Rezirkulationszone. Eine Reduzie-
rung oder Erho¨hung der Riffelho¨he fu¨hrt hingegen zu einer Verlagerung der An-
legezone der Rezirkulationszone, aber nicht zu einer Vera¨nderung der Amplitude
derWandschubspannung. Die Betrachtung der momentanen Geschwindigkeitsfelder
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verdeutlicht die Instationarita¨t der Stro¨mung. Meist befinden sich zwei oder drei Re-
zirkulationszonen hinter der Krone des Riffels, die im Mittel eine Rezirkulationszone
bilden.
Danach wurde die Ausbreitung des Sediments in Suspension untersucht. Dabei ist
erkennbar, dass sich dreidimensionale Strukturen hinter der Krone, sogenannte ”Fin-
ger” ausbilden. Diese Strukturen konnten ebenfalls bei Zedler und Street (Zedler &
Street 2001) beobachtet werden. Diese ersten Testrechnungen verwendeten zur Be-
stimmung der kritischenWandschubspannung den Ansatz von Shields. Dabei konnte
gezeigt werden, dass dieser Ansatz im Bereich der Anlegezone der Rezirkulationszo-
ne zu unbefriedigenden Ergebnissen fu¨hrt. Dies konnte auch anhand nachfolgender
Testrechnungen, bei denen die Riffelwanderung einsetzt und es zu einer Auflandung
im Bereich der Anlegezone kommt, besta¨tigt werden.
Daraufhin wurde fu¨r die Bestimmung der kritischen Wandschubspannung das Ver-
fahren von Zanke getestet. Hierbei wird die kritische Wandschubspannung mittels
des natu¨rlichen Bo¨schungswinkels und der turbulenten Fluktuationen bestimmt. Mit
diesem Verfahren konnten wesentlich bessere Ergebnisse erzielt werden. Es wurden
drei verschiedene Pick-up Gleichungen und zwei verschiedenen Reynoldszahlen un-
tersucht. Bei den Berechnungen konnten die Beobachtungen aus den Versuchen von
Ku¨hlborn, dass eine Erho¨hung der Reynoldszahl zu einer Erho¨hung derWanderungs-
geschwindigkeit und nicht zu einer Kontura¨nderung fu¨hrt, besta¨tigt werden. Beim
Vergleich der drei verschiedenen Pick-up Gleichungen liefert die Gleichung von Ein-
stein unter den vorgegebenen Rahmenbedingungen die besten Ergebnisse.
Zum Abschluss der Arbeit wurde auch die Entstehung einer Riffelkontur untersucht.
Hierbei wurde eine Sto¨rung in Form einer Sinuswelle vorgegeben. Die Sohlenkon-
tur antwortet hierauf mit einer Vera¨nderung der Sinuswelle in eine Riffelkontur. Die
Geometrie des Riffels deckt sich mit der aus Versuchen ermittelten Riffelkontur. Erst
nach Erreichen dieser Kontur beginnt der Riffel zu wandern.
Zusammenfassend la¨sst sich sagen, dass es in dieser Arbeit gelungen ist, mit der
implementierten Level Set Methode die Riffelwanderung abzubilden. Es kommt je-
doch besonders im Bereich der Krone und der Anlegezone zu einer kleinen Geome-
triea¨nderung der Riffelkontur. Allerdings kann nicht beurteilt werden, ob dies daran
liegt, dass unter Umsta¨nden noch kein Gleichgewichtszustand erreicht wurde. Dabei
muss auch bedacht werden, dass eine ausgebildete Riffelkontur immer dreidimensio-
nal ist und im Rahmen dieser Arbeit vereinfacht als zweidimensional angenommen
wurde. Hier wa¨re es interessant, die bestehende Methode auf einen dreidimensiona-
len Fall auszudehnen. Des weiteren wa¨ren zusa¨tzlich la¨ngerfristige Simulationen fu¨r
eine sichere Beurteilung, ob der Gleichgewichtszustand bereits erreicht wurde, no¨tig.
Eine Herausforderung bei der Beschreibung der Bewegung einer Sedimentoberfla¨che
mit Hilfe der Level Set Methode stellt die hohe Rechenzeit dar. FASTEST-3D ist ein
blockstrukturierter Code und fu¨r die Simulationen mit der Level Set Methode wird
ein orthogonales Gitter verwendet. Die Riffelkontur ist jedoch gekru¨mmt und a¨ndert
sich zeitlich. Daher muss ein sehr großer Bereich sehr fein aufgelo¨st werden, damit si-
chergestellt ist, dass der Wandbereich immer fein genug aufgelo¨st ist. Eine Verbesse-
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rung kann erreicht werden, wenn die Methode mit einem Verfahren gekoppelt wird,
mit dem es mo¨glich ist, das Gitter in der Na¨he der Grenzfla¨che mit Hilfe eines geeig-
neten Algorithmus lokal adaptiv zu verfeinern.
Außerdem ist es von großem Interesse, das verwendete Verfahren auf RANS Rech-
nungen auszudehnen und zu testen, denn die Modellierung der Verformung alluvia-
len Materials ist besonders im Ku¨stenwesen und Flussbau von großem Interesse und
hier handelt es sich um große, ausgedehnte Bereiche, bei denen es in den na¨chsten
Jahren nicht mo¨glich sein wird, Grobstruktursimulationen durchzufu¨hren.
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